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Introduktion

Handbogen MERIA Scenarier og Moduler repraesenterer et af de vigtigste resultater fra MERIA-
projektet og omfatter fem (i den danske version 4) undervisningsscenarier med de tilhgrende
moduler. Strukturen eller “"modellen” for scenarierne og modulerne er blevet introduceret i
MERIA Skabelon for scenarier og moduler, hvor et scenarie og tilhgrende modul blev fremvist
som eksempel pa opbygningen af materialerne fra MERIA-projektet. Materialernes design og
den teoretiske baggrund er preesenteret i MERIA hdndbog i undersggelsesbaseret
matematikundervisning.

Et scenarie beskriver en didaktisk situation til gennemfgrelse i en lektion med de
epistemologiske antagelser og begrundelser bag. Det beskriver ligeledes malene for situationen
inden for lereplanernes emner samt den specifikke tilsigtede matematiske viden og
kompetencer, og giver en klar struktur for lektionen med baggrund i Teorien om Didaktiske
Situationer. Ud over scenariet indeholder et modul ogsa materialer skrevet i handen eller
digitale materialer som f.eks. elevers besvarelser, digitale arbejdsark, videreudvikling af det
eksplicitte valg af problemstilling og undervisningsmetoder med yderligere perspektiver fra
teorien Realistisk Matematikundervisning. Moduler indeholder yderligere elementer af de
erfaringer og resultater som er indsamlet ved implementeringen af scenariet i undervisningen
inklusiv elevernes potentielle gevinster og faldgruber med deres specifikke faglige
forudseetninger.

For en laerer kan det veere en udfordring at bruge et scenarie. De grundlaeggende ideer bag
scenariet er ikke ngdvendigvis indlysende, og den tilsigtede matematiske viden kan veere svaer
at opna. Modulet tilbyder leereren en mere konkret indsigt i intentionerne bag scenariet og
beskriver forskellige variationer som kunne teenkes i implementeringen af scenariet. Derfor
publiseres de komplette moduler her. Scenarierne er publiceret i en mere brugervenlig version
seperat pa projektets hjemmeside.

Alle scenarierne giver mulighed for, at eleverne kan lave deres undersggelser ved hjeaelp af
matematikprogrammer pa computeren, men problemstillingerne kan ogsa Ilgses uden. Disse
variationer beskrives ogsda i scenariet eller i modulet. Alt yderligere undervisnings- og
lzeringsmaterialer hgrende til scenarierne publiceres pd MERIA-projektets hjemmeside.

Man bgr notere sig, at det tager tid for eleverne at veenne sig til den undersggelsesbaserede
undervisning. Og det samme gelder for leererne, som skal finde en balance mellem en pa den
ene side overdreven indgriben, som derved spolerer elevernes mulighed for at undersgge, og
pa den anden side at fa overladt eleverne med for fa ressourcer, sa de kan lave meningsfulde
undersggelser. Projektgruppen fra MERIA-projektet er sterkt overbevist om, at det optimale
for en leerer vil veere at opleve scenarierne i forbindelse med faglig udvikling gennem en raekke
MERIA-workshops stgttet af MERIA's praktiske guide til IBMT (red.: Inquiry Based Math
Teaching).

[ perioden fra juli 2017 til december 2018 udviklede projektgruppen mere eller mindre ti
forskellige scenarier, som daekker forskellige emner fra deltagerlandenes laereplaner dvs.
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lzereplanerne fra Kroatien, Danmark, Holland og Slovenien. I hvert land har tre til fire
gymnasier veaeret tilknyttet projektet for at teste scenarierne. Der skal lyde en stor tak til vores .
samarbejdspartnere fra de deltagende gymnasier for deres engagerede arbejde. De deltagende
gymnasier er:
e fra Kroatien: Gospodarska Skola Varazdin, Tehnicka Skola PoZega, Elekstrostrojarska
Skola Varazdin, XII. gimnazija Zagreb
e fra Danmark: ZBC (Vordingborg), Next Kgbenhavn, Roskilde Katedralskole
e fra Holland: Comenius College Hilversium, Hermann Wesseling College, Stedelijk
Gymnasium Utrecht
e fra Slovenien: Ekonomska Sola Novo mesto, Gimnazija Jesenice, Gimnazija Franca
MikloSi¢a Ljutomer

Processen med at teste scenarierne fgrte til adskillige revideringer og gav interessante
informationer som forbedrede scenarierne. Det var afggrende at udveelge fem moduler til
denne handbog som de mest relevante (for alle lande!) og succesfulde produkter fra projektet?.
Leererne fra de tilknyttede gymnasier blev praesenteret for den teoretiske baggrund ved
interaktive workshops afviklet af deltagere i projektgruppen. Laererne blev pa denne made
forberedt til at arbejde med scenarierne. Implementeringen af scenarierne i undervisningen
blev observeret af deltagere fra projektgruppen eller af leerere fra det samme gymnasium.
Leererne reflekterede efterfglgende pa implementeringen via et spgrgeskema og rapportede
ogsa mundtligt til projektgruppen. Elevernes arbejde blev dokumenteret, og eleverne svarede
ogsa pa et lille spgrgeskema om, hvorvidt de havde fundet undervisningen udfordrende og
interessant, og om de kunne teenke sig at engagere sig i en lignende aktivitet igen. Yderligere
information om spgrgeskemaerne, rapporter og metoder er tilgaengeligt i MERIA project impact
analysis.

Valget af scenarierne, for hvilke de tilsvarende komplette moduler er praesenteret i denne
handbog, blev truffet baseret pa kriterier specificeret ved et projektmgde i Kgbenhavn i august
2018: scenariets potentiale for undersggelser og det adidaktiske potentiale i scenariet,
muligheden for at gennemfgre scenariet for elever og leerere, emnets egnethed i forhold til
relevans og anvendelighed, elevernes reaktioner savel som en bredde inden for emnerne
praesenteret i leereplanerne fra de deltagende lande.

Valget af MERIA-scenarierne deekker fglgende emner: modellering af en simpel problemstilling
inden for handel ved brug af stykkevist definerede linezre funktioner, modellering af
sammenhaengen mellem bremseleengde og fart ved hjzelp af kvadratiske funktioner, diskussion
om lgnniveaet i tre virksomheder ud fra middeltal, typetal og median, og endelig modellering

1 Arbejdsgruppen fra Danmark valgte dog at frasortere ét af de fem scenarier, da emnet 13 for langt vaek fra
leereplanerne i Danmark. I stedet erstattede vi det med scenariet ab-ba, som er et scenarie, der kan bruges til f.eks.
at introducere den distributive lov, og er ligeledes et fint lille scenarie at bruge som introduktion til den
undersggelsesbaserede tilgang i en klasse - og som leerer at fa afprgvet denne undervisningstilgang. Dette scenarie
findes pa projektets hjemmeside under scenarier, ligesom det scenarie, vi valgte fra ligger til gengaengeligt pa
engelsk pa samme side. Der vil derfor i den danske version kun blive prasenteret fire moduler med tilhgrende
scenarier.



af et krumt objekt (som f.eks. en rutsjebane eller skihop) som en glat kurve. Intentionen var
ikke at deekke sd mange emner som muligt i feellesmaengden af emner fra partnerlandenes .
leereplaner men at producere gode eksempler, der kan stgtte lererne i at fa etableret
undersggelsesbaseret matematikundervisning i deres klasserum. Vi finder disse scenarier
egnede til udvikling af matematisk modellering, formalisering, opstilling af formodninger og
bevisfgrelse, videnskabelig tilgang, opmuntring til forstdelse i stedet for at huske, kritisk
teenkning, autonome undersggelse og anvendelser til problemer i den virkelige verden.

Vi vil afslutte denne introduktion med kort at beskrive scenarierne inden for termerne af
problemstillingen givet til eleverne og den tilsigtede viden, som er malet for scenariet.

I det fagrste scenarie bliver eleverne bedt om at betragte data omhandlende omkostningerne
ved produktionen af cykler samt bygningen af en fabrik i fire forskellige omrader. De skal
radgive en virksomhed i forhold til, hvor det vil veere mest optimalt at placere fabrikken
afhaengigt af produktionen af cykler. Produktionen af cykler i hvert af de fire omrader kan
modelleres vha. en linezer funktion, og eleverne kan udvikle forskellige strategier til at
sammenligne omkostningerne i de fire omrader. Eleverne bruger grafiske repraesentationer og
som oftest pa computer, teenker kritisk og opsummerer deres observationer til en rapport til
virksomheden, der skal radgives.

Eleverne bliver i det andet scenarie bedt om at undersgge sammenhzengen mellem
bremselaengden og en bils hastighed lige umiddelbart fgr der bremses. Sammenhaengen er en
kvadratisk funktion, som for eleverne vil vaere en ny funktionstype (deres faglige
forudszetninger antages i dette scenarie at veere lineaere funktioner). Scenariet introducerer
dermed eleverne til kvadratiske funktioner, styrker deres numeriske faerdigheder og
argumentation, men giver ogsda anledning til refleksioner og konklusioner om en
hverdagssituation med en fglelse af ansvar.

Det tredje scenarie fokuserer pa argumentation ved hjeelp af statistik med udgangspunkt i et
dataszet. Dataseettet praesenterer lgnningerne for medarbejdere i tre forskellige virksomheder,
og eleverne bliver bedt om at analysere data og na frem til en konklusion om, i hvilken
virksomhed de ville gnske at blive ansat i. Eleverne forventes at na frem til nogle af de centrale
deskriptorer som middeltal, typetal og median, selvom deres analyse meget vel kan lede frem
mod andre tilgange som f.eks. grafiske repraesentationer af fraktiler og kvartiler m.m.

Det fjerde scenarie omhandler konstruktionen af en rutjebane, som bestar af en krum og en
retlinet del, som skal forbindes, sa kurven bliver glat. Pointen med scenariet er at "glat” har en
preecis matematisk definition. Eleverne bliver bedt om at konstruere rutsjebanen saledes, at
det giver en komfortabel tur. Opgaven bliver derfor at analysere pa hvilken made, man kan
koble de to dele og opdage, at den rette linje bgr veere en tangent til den krumme del i
"koblingspunktet”. Eleverne vil veelge forskellige kurver til den krumme del til at starte med og
herfra bruge mange forskellige strategier til at konstruere tangenten. Hvis de valger grafer for
kvadratiske funktioner, kan problemstillingen lgses vha. elementaere metoder, men for andre
valg af funktioner kan problemstillingen lede eleverne hen imod ideen om afledede funktioner.



Stykkevist linezere funktioner

MERIA-modulet ”Cykelfabrikken”

Scenarie:

Tilsigtede viden

Madlet er at kunne konstruere en stykkevist linezr funktion defineret som
lgsningen pa en problemstilling, hvor en raekke lineaere betingelser er givet
pa forhand.

Endemalet er, atlgsningen pa problemstillingen er funktionen praesenteret
som en stykkevist lineser funktion eller som flere linesere funktioner
defineret pa forskellige intervaller relateret til den givne problemstilling.
CAS-veerktgjer kan inddrages til at indtegne graferne for funktionerne og
lgse ligninger, hvis eleverne er vant til at bruge CAS.

Bredere
kompetence-mal

Det bredere formal er at fa en dybere forstaelse for de linezere funktioner
f(x) = ax + b (haeldningskoefficienten a og konstantleddet b) ved at
bruge dem pa konkrete linezere betingelser med henblik pa at kunne
konstruere stykkevist linesere funktioner herunder de intervaller, hvor
hver af de indgdende lineare funktioner er mindst. Ligeledes er malet at
diskutere kontinuerte og diskrete aspekter i relation til algebraiske og
grafiske repraesentationer i modelleringsprocessen og dermed
modelleringskompetencen generelt.

Ngdvendige Eleverne ved, hvordan man tegner en graf og er bekendte med notationen
matematiske f(x) = ax + b samt fortolkningen af a og b.

forudsaetninger

Tid 50 minutter (80 minutter).

Niveau 15-16 ar/1.g.

Materialer til Tabel med omKkostningerne fordelt pa fire omrader.

radighed

Omrade Omkostninger for at Omkostninger for at
bygge fabrikken i producere én cykel pa
omradet angivet i € fabrikken angiveti €

A 300 000 120

B 450 000 110

C 660 000 60

D 680 000 80

Millimeterpapir og CAS-vaerktgjer. En bred tavle.




Problemstilling: Du er en konsulent, der radgiver
virksomheder om, hvor det bedst kan betale sig at
bygge en fabrik til produktion af cykler (eller andre
baseret pa
omkostningerne i forskellige omrader.

produkter)

Hvilket geografisk omrade vil du generelt rade

tabellen, der viser

BUSINESS
PLAN
N

x

virksomhedens ledelse eller direktgr til at vaelge og hvorfor?

Fase

Larerens handlinger inkl.
instruktioner

Elevernes handlinger inkl.
reaktioner

Devolution
(didaktisk)
5 minutter

Leereren forklarer konteksten og
tabellen ovenfor og
spgrgsmalet:
"Hvordan

stiller
ville | radgive
virksomheden om placeringen af
deres fabrik til produktion af
cykler?”

Arbejd sammen i par og forbered
jer pa, at  kommer til at fremlaegge
jeres lgsning lidt senere.

Eleverne lytter og forstar
relevansen af problemstillingen og
falger sig engageret til at arbejde
med spgrgsmalet. De har muligvis
spgrgsmal til tabellens indhold.
Eleverne bgr have mulighed for at
stille afklarende spgrgsmal for at
kunne forsta problemstillingen.

Handling
(adidaktisk)
15 (20) minutter

Leereren observerer og noterer
tilgang til
problemstillingen. Her opnar
leereren indsigt 1 elevernes
forudseetninger.

Det er vigtigt, at lzereren ikke giver
ledetrade til grupperne og undgar
at interagere med dem, dog
undtagelsesvist, hvis der er behov
for opklarende spgrgsmal til den
stillede opgave.

elevernes

Grupperne starter med at prgve
forskellige strategier eller ideer af
baseret pa deres forudgdende
viden.

Se afsnittet Mulige
eleverne til at opna den tilsigtede
viden”.

Fordi eleverne arbejder i par, sa vil
der kunne opstd adidaktiske

veje for

formuleringer.

Formulering
(didaktisk)
10 (15) minutter

Leereren udveelger mindst 5
grupper til at  praesentere
forskellige strategier ved tavlen.
Forud for dette bgr tavlen opdeles
i omrader, og efter
preesentationerne ma eleverne
ikke slette det, de har skrevet.

Mundtligt skal eleverne i grupper
nu praesentere deres lgsning, og

Grupperne praesenterer arbejdet i
henhold til leererens plan (fgrst de
simple Igsninger baseret pa tal og
derpa lgsninger med grafer og
funktioner).




grupper med de
lgsninger starter.
[ denne fase sgges der ikke efter en

validering af lgsningerne.

simpleste

Devolution “Diskuter med din makker, hvilke | Eleverne lytter. Igen bgr det sikres,
(didaktisk) ligheder og forskelle 1 ser i | atalle forstar, hvad de skal.
1 minut lgsningerne. Brug dette til at

forbedre jeres eget svar til

fabrikkens ledelse.”

Efter 5 (10) minutter skal eleverne

rapportere tilbage.
Handling/ Leereren cirkulerer rundt i | Eleverne far udpeget ligheder og
formulering klasserummet og observerer, hvad | forskelle i arbejdet med at forbedre
(adidaktisk) grupperne  har noteret og | deres egen lgsning.

5 (15) minutter

diskuteret, og hvordan de har gjort
brug af de praesenterede lgsninger
og ideer pa tavlen.

Formulering og
validering
(adidaktisk)

10 (15) minutter

Leereren opfordrer eleverne til at
fd sa mange observationer og
forbedrede som muligt.
Leereren forsgger at fa eleverne til
at identificere eventuelle fejl i de
tidligere lgsninger.

svar

Eleverne formulerer ligheder og
forskelle og forklarer, hvordan de
har forbedret deres egen lgsning
ved at inddrage de andres arbejde.

De kan ogsa pege pa nogle mangler
i deres arbejde.

Institutionalisering
(didaktisk)
5 (10) minutter

Leereren understreger, at der ikke
kun er ét korrekt svar, men at
lgsningerne afthaenger af, hvor

mange cykler fabrikken
producerer.

Fgrst baserer leereren sine
forklaringer pa elevernes

lgsninger, der star pa tavlen, og
derpa introduceres notationen for
stykkevist lineaere funktioner
ved at bruge eksemplet:
120x+3-10%,x < a
fx) = {60x +66-105x >a
hvor a=6000.
Endelig
problemstillingen ved at vende

opsummeres

Eleverne lytter og genkender deres
egen strategi i forhold til
definitionen pa de stykkevist
linezere funktioner og reflekterer
hvordan den er
sammenlignet med det, de kender.
De tager notater.

over,




tilbage til, hvad man som konsulent

vil rade fabrikkens ledelse til: .
“Omrade B og D vil aldrig veere
optimal, mens A og C er optimale
for en produktion under og over
6000 cykler henholdsvist. Den
optimale omkostningsfunktion er
en stykkevist linear funktion
(defineret pa de positive hele tal).”

Mulige veje for eleverne til at opna den tilsigtede viden

e Nogle elever vil begynde at arbejde med tallene i tabellen for at undersgge
betydningen af dem som fx:

o Nogle vil beregne prisen for nogle konkrete antal cykler for hvert omrade.
De vil muligvis benytte trial and error for at finde antallet af cykler, for
hvilket to omrader giver samme omkostninger.

o Nogle vil lave sildeben for hvert geografisk omrade og bestemme de totale
omkostninger for forskellige antal cykler og udpege den billigste lgsning ved
at sammenligne sildeben for hvert antal cykler (dette kan ggres med papir
og blyant eller i regneark).

o Eleverne kan ogsa ved at betragte tallene i tabellen undersgge forskellen
mellem de faste omkostninger og forskellen mellem variable omkostninger
for to omrader ad gangen. Et spgrgsmal kunne fx veaere: ”Hvor mange cykler
skal produceres for B er bedre end A?” 1 alt 6 sddanne sammenligninger er
ngdvendige for at give et komplet svar.

e Nogle elever vil ga til problemstillingen ved at benytte funktioner og skrive fire
forskrifter, hvor hver funktion vil repraesentere de samlede arlige omkostninger
for produktionen af x cykler:

£(x) = 120x + 300 000, g(x) = 110x + 450 000, h(x) = 60x + 660 000 og k(x) = 80x + 680 000.

o Graferne for de fire funktioner vil blive tegnet i et eller flere
koordinatsystemer, og ud fra den grafiske repraesentation vil eleverne
argumentere for placeringen af fabrikken.

o Elever, som benytter millimeterpapir, vil maske afleese skeringspunkterne.

o Elever, der benytter CAS- eller grafvaerktgjer, vil maske afbilde de lineaere
funktioner direkte men blive udfordret med at justere koordinatakserne for
at kunne se dem alle.

o I hverttilfaelde vil fortolkningen af funktionerne og behovet for at minimere
omkostningerne ikke falde direkte ud fra det ovenstdende, men vil kraeve



overvejelser omkring problemstillingen. Fejl kan opstd sasom at forveksle
produktionsomkostninger med salgspris eller fortjeneste m.m. .

o Pa basis af funktionsforskrifterne vil forskellige par af ligninger blive
opstillet til bestemmelse af skeringspunkter mellem graferne. Eleverne vil
maske bruge de grafiske repreaesentationer til at se, hvilke ligninger der vil
vaere relevante at opstille og lgse. Denne strategi vil desuden kraeve
teknikker til ligningslgsning.

e Eleverne vil kunne na frem til forskellige konklusioner.

o Uanset om eleverne arbejder med tal (og tabeller), eller om de arbejder med
funktioner (og grafer), sa vil nogle indse, at der ikke er ét bedste omrade til
placering af fabrikken, men at radet til fabrikkens ledelse vil afhange af,
hvor mange cykler der skal produceres. Konklusionen kan formuleres mere
eller mindre praecist med ord, ligninger, grafer eller andet.

o Nogle elever vil give et hurtigt men fejlagtigt svar som fx “A er bedst fordi,
hvis vi beregner omkostningerne for 1,2,..,10 cykler, sa far vi altid den
billigste pris her.”

Eksempler pa grafer og ligninger, som eleverne ville kunne producere

For at kunne identificere hvordan de forskellige placeringer af fabrikkerne er mere eller mindre
gkonomisk fordelagtige for forskellige antal af producerede cykler, tegnes grafer ud fra data i
tabellen enten pa papir eller vha. deres CAS-varktgjer.

in7o= Plot[{300000 + 120 x, 450000 + 110 x, 660000 + 60X},
{x, 9, 18000}, PlotLegends - "Expressions"]

25x10° | /
2.0%10°
— 300000 + 120 x
15x10°
out[70}= 450000 + 110 x
660000 + 60 x
1.0x10° F
500000 |
5600 10600 15&)00

insel= Solve [300000 + 120 x == y && 450000 + 110 x ==y, {x, y}]
outigel= { {x - 15000, y -~ 2100000} }

ne7:= Solve[300000. + 120 x == y&& 660000 + 60X ==y, {X, y}]

ougn= {{x - 6000., y > 1.02 x 10°} }



Praesentationer af elevernes Igsninger fra gruppearbejdet (Holland)

A) Dee sha) laves 2500 cyﬂer P/

o) = 120x -300.0%

B)Dor ol lows U090 opler o et B

o 3¢ o hom di UBBOOOK .
fenzllo, 150000

O Der shal Joves 1000 qpwr 29 ek dger

U ‘ac ﬁ&jm 660000 £ ind
Vs feosbor-dem
D T |
D) Ler &?\ \ows 2830 chle o day o
0o D Rr af-ljw-ck F00W £. wd
Kx)= lox-6toom
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Et eksempel pa en gruppepraesentation
(Danmark).

Eleverne har betragtet de fire omrader
for placering hver for sig og har
misforstaet "Prisen for produktion per
cykel” som "fortjenesten per cykel”. For
hvert omrade angiver f(x) fortjenesten
ved produktionen af x cykler. De har for
hvert omrade beregnet, hvor mange
cykler der skal produceres for at deekke
omkostningerne for at bygge fabrikken
ved at finde nulpunkterne for f.

Helt konkret skriver de: "Der skal
produceres ... cykler og det tager ... ar at
dekke omkostningerne .. €”, og
funktionsforskriften er angivet for hvert
omrade. Antallet af ar kommer fra en
vilkarlig antagelse om, at "de producerer
mindst 2,5 cykler pr. dag” (dette blev
forklaret mundtligt ved preesentationen
for omrdde A men ikke for de andre
omrader). Det er uklart, hvordan de
ndede frem til antallet af ar i hvert
tilfelde undtagen i tilfeeldet omrade A,
hvor 2,5 cykler blev antaget som den
daglige produktion.
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Endnu et eksempel fra den danske klasse:

Her antager en gruppe, at fabrikken Vi

. har regnet med at fbayken
producerer 50.000 cykler pr. ar. Formlen, de Prodxemso.ooo BPE: ow aret ]

nar frem til, bliver sa:

omkostninger pr.cykel -50.000 kr - b &
antal ar + prisen for at bygge fabrikken -:(((3"‘l‘°s R

: | or) + prisen for oprice
Der var ikke andre konklusioner ud over ?(_\nfib;f I) r

formlen, men hvis man anvender denne, ville
man na til konklusionen, at man skal benytte \
omrade C.

50.000)

1

v
Vi o.\*u'm"f\. {

E—
(v K R | SRS AL 2 S A PN WS

WX 00000 — ¢ PRI IY o Fra en leerers institutionalisering omkring
6000 ‘L lgsningen af den centrale ligning som en del

X= 000 B L af lgsningen pa problemstillingen samt den

i f 20X + 500000 e stykkevist linezere funktion med den

{ Gox 1660004 + x>ho00 tilhgrende notation.

I denne klasse var det kun halvdelen af
— — grupperne, der ndede frem til de brugbare
- funktioner, der ville give lgsningen.

Forklaringer til materialerne

Fortellingen om konsulenten og tabellen med omkostningerne har som mal at engagere
eleverne i devolutionsfasen. Tabellen med data kan overdrages pa forskellig vis: pa papir eller
vises pa tavlen, praesenteres i en PowerPoint eller blive downloadet til en computer eller
smartphone og lignende.

I nogle klasser vil eleverne veare fortrolige med matematiske modeller og i andre er de ikke. Sa
hvis det er ngdvendigt, kan man bruge lidt leengere tid pa at forklare indholdet i tabellen. Dette
geelder ogsa helt generelt, at eleverne inden de gar i gang, skal have mulighed for at stille
opklarende spgrgsmal til indholdet i tabellen.

Eleverne kan benytte mobiltelefoner, diverse CAS-programmer, millimeterpapir og lineal til at
fa tegnet punktplots, sendre eller tilfgje betingelser, finde skaeringspunkter osv.

Til elevpraesentationerne er det ngdvendigt at have brede eller flere tavler, eller man kan bruge
posters, sa alle elevers praesentationer kan ses pa samme tid og forblive synlige i resten af
modulet. Endelig skal der vare plads til leererens institutionalisering til sidst.
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Variationsmuligheder baseret pad de didaktiske variable

Hovedfokus i de didaktiske faser skal vaere pa elevernes formuleringer og derpa valideringerne
af deres formuleringer. I de adidaktiske faser er det vigtigt ikke at give hjeelp til lgsningerne.

[ dette afsnit diskuteres, hvilke didaktiske variable der kan andres i det ovenstadende scenarie.

Leereren kan med fordel forklare eleverne, at gkonomiske modeller er simplificeret og udelader
mange faktorer, ja helt generelt er modeller reduceret til simple tilfeelde. I tilfaeldet med
cykelfabrikken betragtes

a) Omkostninger for at bygge fabrikken i et bestemt omrade.
b) Omkostninger pr. producerede cykel pa fabrikken.

Ifglge almindelige definitioner pa faste omkostninger er der ligeledes lgbende faste
omkostninger til fx opvarmning og lgnninger til faste medarbejdere. Alle disse faktorer er her
ignoreret. I forhold til omkostningerne under punkt b) er der under de variable omkostninger,
som afhaenger af produktionens stgrrelse, inkluderet materialeomkostninger, omkostninger til
maskiner, som skal erstattes, elektricitet til maskindriften, Ignninger til midlertidigt ansat
personale osv. Problemstillingen kunne generaliseres mere ved at tilfgje andre omkostninger,
men er her holdt til kun at betragte to.

Konsulentens tilbagemelding bgr kun forholde sig til omkostningerne naevntia) ogb). Det kan
overvejes, om det skal understreges eksplicit, at tilbagemeldingen til fabrikkens ledelse kun
skal baseres pa den givne information i tabellen, mens elevernes egne antagelser eller estimater
kunne give en stgrre maengde af lgsninger jf. de to eksempler fra de danske klasser som
selvfglgelig er fejlagtige i forhold til problemstillingen. At forebygge mod forkerte svar bgr ikke
vere en primaer bekymring, idet eleverne kan leere af fejl. Derfor skal der som tidligere naevnt
heller ikke i de adidaktiske faser gives hjeelp frem mod korrekte svar.

Udfordringen med denne forteelling er, at direktgren eller ledelsen for virksomheden vil
beslutte sig for placeringen af cykelfabrikken ud fra konsulentens analyse. Det er ikke
ngdvendigt for konsulenten dvs. eleverne at vide, hvorvidt virksomheden har planer om at
producere et stort antal cykler eller ej, men elever kan til tider spontant ggre sig antagelser i
den retning.

Ud fra direktgrens eller ledelsens beslutning vil fabrikken blive bygget i ét af de fire omrader
og vil forblive der. Der er altsa ikke tale om at ville flytte fabrikken til et andet omrade.

Det didaktiske miljg: Omkostningerne bade belgbets stgrrelse og type kunne vaelges anderledes.
Men det kan veere en fordel for nybegyndere ikke at have for mange skaeringspunkter blandt
graferne i forhold til at skulle bestemme en funktion til de minimale omkostninger. I scenariet
her er der kun ét skeeringspunkt nemlig for x = 6000. Veelger man, at der skal veere flere
skeeringspunkter, bgr man valge omkostningerne, sa de to skeeringspunkter ikke ligger for teet
pa hinanden, idet man ellers ville risikere et mere kunstigt problem. Lad fx et tilfaelde have to
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skeeringspunkter i hhv. x; = 5000 og x, = 5050. Her ville fortolkningen blive, at man ville
skifte placering for bare 50 cykler, hvilket ville vaere urealistisk i den virkelige verden.

Ligeledes kunne produktet eller andre elementer i problemstillingen sendres. Har man fx flere
produkter i produktion med randbetingelser, vil man have flere variable i spil, som man ser det
i lineaer programmering.

Under valideringsfasen er det vigtigt, at forkerte strategier eller formuleringer bliver korrigeret
og sa langt hen ad vejen som muligt af de andre elever. Laereren kan engagere resten af klassen
ved fx at spgrge: "Kan du gentage, hvad der lige blev sagt? Er det korrekt? Hvorfor tror du det?
Hvor ved du det fra?” Hvilke spgrgsmal, der stilles, atheenger af klassens forudszetninger og de
forudgdende resultater, de har praesenteret i Igbet af lektionen.

Lzengden af faserne skal tilpasses elevernes arbejde og evne til fordybelse.

Gennem den forste handlingsfase skal eleverne ikke blive dirigeret til bestemte udregninger eller
konkret matematik, de skal tage i brug som fx lineaere funktioner. Hvis laereren bliver i tvivl om,
hvorvidt eleverne har de ngdvendige forudszetninger for at lgse opgaven, som beskrevet i
scenariet, sa kunne spgrgsmal som fglgende stilles: "Hvordan kan vi sammenligne
omkostningerne? Kan vi udelukke nogle af omrdderne? Hvorfor?”. Disse spgrgsmal kunne stilles
til enkelte grupper eller individer, hvis resten af klassen ser ud til at have den ngdvendige viden.
Som leerer behgver man ligeledes ikke blive staende ved gruppen, til de har svaret pa de stillede
spgrgsmal, Man kan betragte det som en mindre devolutionsfase til en begrenset
problemstilling og lade eleverne handle, formulere og validere derfra. Det er igen vigtigt ikke at
give ledetrdde frem mod svaret pa problemstillingen. Hvis stgrstedelen af klassen behgver at
betragte spgrgsmalene stillet ovenfor, skal leereren undlade at vejlede grupperne enkeltvis,
men bgr i stedet afkorte handlingsfasen og spgrgsmalene stilles i plenum. Er sddan et tiltag
ngdvendigt, sa er det oftest et tegn p4, at problemstillingen fra begyndelsen har veeret for sveer
eller ikke er blevet overdraget klart og tydeligt. Begge situationer vil naturligvis veere ugnskede.

Indgriben i Igbet af den anden handlingsfase, formulerings- og valideringsfase:

Hovedideerne er i det store hele som fgr. Hvis nogle grupper finder det meget sveert at komme
i gang, kan leereren foresl3, at de sammenligner deres strategier med en konkret strategi fra en
anden gruppe. Denne strategi med at sammenligne bgr vaere udvalgt med matematikken for
gje, sa der er klare relationer mellem gruppens strategi og den, leereren peger pa. Dette svarer
til at overdrage et nyt men noget mindre abent delspgrgsmal til gruppen. Hvis elevernes
identifikation af ligheder og forskelle bliver for vag, kan lezereren ogsa velge at overdrage en
mere konkret opgave: "Udvalg en af de andre gruppers lgsning, med hvilken I kan forbedre jeres
egen lgsning, og lav ogsd forbedringen. Derpa find fejl eller mangler i en af de andre gruppers
losning og forklar, hvorfor I er uenige i lgsningen.”

Ved den endelige institutionaliseringsfase er det vigtigt, at de fleste - og gerne alle strategier i
klassen er kommenteret og forbundet med andre strategier. Leaereren bliver hjulpet til at
navigere og forudsige elevernes undersggelsesprocesser, ndr alle mulige strategier kan
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betragtes pa en gang. Nar undervisning foregar, skal man som underviser huske at man
interagerer med et dynamisk system nemlig elever. De skal have mulighed for at tilpasse sig .
miljget, og derfor kan vi ikke forvente, at de leverer de samme svar.

Nogle leerere laver sig et skema med elevernes mulige strategier som hjeelp i den adidaktiske
fase. De forventede strategier kan ogsa listes pa et stykke papir, og for hver strategi kan leereren
formulere fx tre spgrgsmal, som kan veere givende at kunne stille som leerer til elevernes
presentationer. Gennem den adidaktiske fase kan leereren notere hvilke grupper, der
diskuterer hvilke strategier, og bruger det til at organisere den efterfglgende didaktiske
formulering og validering.

Observationer fra klasserummet

Vigtige observationer, der blev gjort i forbindelse med test af scenarierne, var, at laererne
progvede at undga at give eleverne ledetrade frem mod en lgsning gennem alle scenariets faser.
For at kunne bevare det adidaktiske potentiale er det godt at kunne traekke sig tilbage som
underviser. Eleverne havde forskellige opklarende spgrgsmal. Nogle teenkte pa fortjenesten i
stedet for omkostningerne. Nogle var forvirrede i den fgrste devolutionsfase og spurgte ind til
kvaliteten af cyklerne, salgsprisen, skatter, antallet af producerede cykler m.m. Nogle elever
indsa hurtigt: Den med den mindste haeldningskoefficient er den billigste.

Gennem handlingsfasen formulerede eleverne fglgende tilgange til problemet:

[: Modellering med lineaere funktioner og tegning af grafer
e [.1. tegnede grafer pa papir og beregnede skeeringspunkter som Igsninger til
lineaere ligninger
e [.2. brugte computeren til at tegne grafer og finde skaringspunkter - dog ikke
korrekt i alle tilfeelde.
[I: Sammenlignede omraderne for placering af fabrikken to og to og analyserede resultatet
e [I.1. brugte ligninger

e J[.2. sammenlignede de faste omkostninger direkte fra tabellen

e I[.3. reesonnerede pa baggrund af beregninger pd omraderne, sammenligninger
mellem omrdderne og til tider med selvopfundne antagelser og fejl.

Sammenligning:

o Tilgang 1.1 og 1.2 blev identificeret med anvendelsen af teknologi som den
abenlyse forskel. Eleverne bemzarkede, at [.2. er mere praecis og dermed den
bedste lgsning, mens vi tenker, at I.1. ogsd er en veerdifuld tilgang, fordi vi
kan opdage, i hvilket omfang vores elever keemper med at tegne graferne.
Dette kan dog ogsa ses hos elever, der bruger grafprogrammer, nar de skal
dimensionere grafvinduet.

o Tilgang Il kreever mere logisk teenkning for at na frem til en konklusion, selv
om strategien er gyldig. Vi har diskuteret de varianter, hvor eleverne kun
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sammenligner A og C baseret pa deres intuition og ngdvendigheden af at
sammenligne med omrade B.

Det er her ogsa antydet, at tilgang I1.2. viser, at problemet ville kunne lgses uden kendskab til
lineaere funktioner og deres grafer. Dermed kan problemstillingen ogsa bruges til at indfgre
linezere funktioner.

Nogle grupper beregnede og sammenlignede priser for et bestemt antal cykler i hvert omrade
A, B, C, D. I disse tilfaelde havde de vanskeligheder i formuleringsfasen, fordi de ikke kunne finde
det pracise antal cykler, ndr den ene mulighed begyndte at veere bedre end den anden. Nogle
gange lavede de sa bare antagelser om dette, eller de kom med en tilneermet lgsning eller sagde
blot, ,at for et mindre antal cykler er A bedst og for et starre antal er det C“. En af disse grupper
erfarede efter den anden devolution i handlingsfasen, at de ville kunne bestemme det antal
cykler, hvor det skiller, ved at lgse ligningssystemet.

De mere avancerede grupper lgste ligninger og sammenlignede derefter funktionsveerdierne
inden for de intervaller, de havde faet frem. Nogle af grupperne brugte en grafisk tilgang og
fandt skeeringspunkter mellem graferne ved hjaelp af et matematikprogram. Her blev
kalibrering af akserne vigtig pa grund af tallenes stgrrelser.

Eleverne havde brug for mere tid i den fgrste devolutionsfase og handlingsfase, men mindre i
den anden omgang, sa tiden blev sendret i scenariet efter denne bemarkning. Nogle lzerere
erfarede, at de havde brug for at give nogle tip eller ekstra spgrgsmal i fgrste handlings- og
formuleringsfase. Eleverne forstod ikke, hvordan man sammenligner muligheder uden hjzelp.

Evalueringsveerktgjer

[ slutningen af lektionen eller i den efterfglgende lektion kan fglgende opgaver anvendes til en
hurtig test af elevernes udbytte af lektionen:

1) En god ven siger: En graf med den mindste haldningskoefficient og det mindste
konstantled svarer til det billigste omrade!

Hvad taenker du?
Svar: sandt nok, men det er ikke altid sdledes, som i tilfeldet med cykelfabrikken.

2) En god ven siger: Grafen med den stgrste haldningskoefficient og det stgrste
konstantled svarer til det dyreste omrade!

Hvad tenker du?
Svar: sandt nok, men i tilfaeldet med cykelfabrikken var der ikke et sddant omrdde.

3) Forestil dig en simpel situation med to omrader og med oplysninger som vist i
tabellen nedenfor. Du har underskrevet en kontrakt om produktion af 5000 cykler.
Hvilket omrade vil du veaelge til at producere cyklerne?
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Omrader Omkostninger for at Omkostninger for
bygge fabrikken i produktionen af én cykel i

omradet angivet i € omradet angivet i €
G 0 200
H 300 000 100

Svar: H er billigst ved en produktion over 3000 cykler.

4) Forslagtil hjemmearbejde: skriv en tekst, der forklarer direktgren for fabrikken det
rad, du ville give ham for placering af cykelfabrikken. I teksten ma der gerne indga
figurer.

Forslag til yderligere problemstillinger vedrgrende lineaer modellering

Man kunne inkludere andre sammenhzenge for at anvende den tilsigtede viden i andre
situationer og for en evt.

yderligere institutionalisering af de tilsigtede metoder og ideer. Eksempler pa dette kan ses
nedenfor:

1.

Taxa AA har et startgebyr pa 15 €, og hver
kilometer koster 5 €.

Taxa BB har et startgebyr pa 20 €, og hver
kilometer koster 4 €.

a) Du har en plan om at skulle kgre 8 kilometer
med taxa. Hvilket Taxa-firma vil du vaelge?

2.

En virksomhed saelger gas, og priserne er oplyst til at vaere: 0,5 € per m? for de fgrste 10 m3,
derefter vokser prisen med et hgjere gasforbrug. De naeste 20 m? koster 0,4 € per m3, og
derpa falder pisen til 0,3 € per m3for et forbrug herudover.

a) Bestem forskriften for omkostningsfunktionen dvs. funktionen der angiver prisen for gas
alt efter gasforbruget.
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3.
En atlet skulle indtage mindst 74 mg vitamin B - T m—
og mindst 123 mg vitamin C hver dag. [ i tsgrisman e an i
Multivitamin MM indeholder 20 mg vitamin B
0g 9 mgvitamin Cpr1g.

Multivitamin NN indeholder 4 mg vitamin B og 1 \
11 mgvitaminCpr1g. \

a) Hvad er den mindste daglige dosis af
multivitamin MM og NN, som atleten skal
indtage, hvis han skal fa sit behov daekket?

Det er ikke farligt, hvis han indtager en hgjere
dosis, end der er behov for.

4.

Iwona gnsker at leje et festlokale i forbindelse med sin fgdselsdag til sine 17 gaester.
Prisen for at leje lokale RR er 100 € for lokalet samt 10 € per gaest.

Prisen for at leje lokale PP er 80 € for lokalet og derudover 12 € per gaest.

a) Hvilket festlokale skal Iwona leje?

5.

Prisen for at kgbe et par sneakers er 70 €.

En virksomhed producerer sneakers og har haft nogle
startomkostninger for produktionen pa 10.000 €.
Produktionen af ét par sneakers koster15 €.

a) Find virksomhedens fortjeneste ved en produktion
pa 1.000 par sneakers.

6.

En bank tilbyder forskellige renter alt athaengig af, ;0 | Pime WoltsnVatiemsies 04
hvor stort et belgb, der star pa kontoen. S R s e

Har du mindre end 5.000 €, far du 2% p.a., mellem
5.000 € og 20.000 € pa kontoen far du 2.2% p.a,, § , ' =

og med et indestdende pa mere end 20.000 € ) Luka
opnar du 2.5% p.a. "

a) Bestem opsparingens stgrrelse efter et ar som
en funktion af belgbet pa kontoen.
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7.

Anna kgrer i bil til Zagreb med en konstant hastighed pa

80 km/t.

Efter at have kgrt 20 km Igber hun tgr for benzin, og hun
gar til den naermeste tankstation, som ligger 2 km leengere
fremme. Det tager Anne 30 minutter at nd til

tankstationen.

a) Tegn en graf, der viser Annas bevaegelse i antal km som

en funktion af tiden malt i minutter.

3 Prmjernt - Wollram Mathematica 104 - ol

Fle Kt Imet Formal Cel Guphcs Evabation Paeties Winiow Hep

b) Bestem Annas gennemsnitsfart. Grafen kan indga i

besvarelsen.

8.

Marin og Franck tager pa cykelferie. Luka vil ikke vente pa dem, sa han starter turen tidligere.

Vedlagt er grafen for de tre cyklisters tur
angivet med km pa 2. aksen og tid pa 1. aksen.

a) Hvem er den hurtigste cyklist?
b) Hvem er den langsomste cyklist?

c) Vil Marin overhale Luka?

0.

Peter kgrer pa motorcykel.

De fgrste 2 minutter kgrer han med
konstant fart pa 10 m/s. Efter
yderligere 2 minutter opnar han farten
20m/s med en konstant acceleration.
Herefter begynder han at bremse og
stopper efter 2 minutter.

a) Tegn grafen for hastigheden malt i
m/s som funktion af tiden malt i
sekunder.

% Primjer.nb - Wolfram Mathematica 10.4

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

— Frane
Marin
Luka

3 Zadatak.nb - Wolfram Mathematica 104 w2

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help 1

wiij= Show [ {Plot[10, {t, 0, 120}, PlotLabels +Placed["v", Below]],
Plot[(1/12) t, {t, 120, 240}, PlotLabels » Placed(["v;", Below]],
Plot[-(1/6) t+60, {t, 240, 360}, PlotLabels » Placed["v;", Abovell},
PlotRange + All, Axeslabel {t[s], v[u/s]}]

£
3

labels . axes imagesize *  background *  more 5]

100% + |
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10

Modstanden i en ledning eendrer sig med 4 Primjetb - Wolfiam Mathematica 104 .
temperaturen Og kan beskrlves Ved funktlonen File Edit Insen Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

R(t) =Ry(1+ a-t), .

hvor Ro er modstanden i ledningen ved 0 °C, a er =\
temperaturkoefficienten, som er afheengig af
ledningens materiale, og t er temperaturen malt i
°C.

Modstanden for tre ledninger lavet af tre

forskellige materialer oplyses til at veere 100 Q
ved 0 °C.

a) Bestem temperaturkoefficienten for de tre materialer, nar det oplyses, at modstanden ved
100 °C for de tre materialer er hhv:

Materiale 1: 139 Q

Materiale 2: 143 Q

Materiale 3: 168 Q

b) Ga pa internettet og find en tabel med temperaturkoefficienter, og bestem hvilket
materiale, de tre ledninger er lavet af.

11.
Givet nogle metalsteenger af forskellige 3 Tatataknb- Wolfam Matberaica 104 - ol

materlaler men alle med samme l%ngde Ved fie Edt Inset Format (el Graphics Evalusbon Palettes Window Help

= PLOL[{1 (14674107 (-6) #t), 1 (1416.6410A (-6)t), 1 (1425.04104 (-6) s1)],

0°C pé 1 m. {t, 0,100}, PlotLabels+ {"Zelik", "bakar", "alminij"} , Axeslabel{t[C°], L{n]}]

Laengden pa en metalstang andrer sig med
temperaturen og sammenhaengen er givet
ved L(t) = L0(1+ at),
hvor Lo er leengden ved 0 °C, « ) ,
er laengdeudvidelseskoefficienten, og t er T o
temperaturen malt i °C.
Laengdeudvidelseskoefficienten oplyses for
- Stal: 6.7-106 / °C
- Kobber: 16.6-10-6 / °C
- Aluminium: 25.0-10-¢ / °C

a) For hvert af de tre materialer skal du bestemme forskriften for funktionen, der bestemmer
leengden af metalstangen som en funktion af temperaturen malti °C .
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Begrundelser for og RME-perspektiver pa scenariet

Et af grundprincipperne bag RME er kontekstens rolle i at give eleverne mulighed for at udvikle
(forelgbige) matematiske ideer. I dette scenarie er intentionen med cykelfabrikken som
kontekst at invitere eleverne til at kreere formler og grafer og at raesonnere med stykker af
grafer. Disse reesonnementer foregriber introduktionen til den stykkevist definerede funktion.

Man kan inkludere andre kontekster som behandlet ovenfor. Eleverne forventes at udvikle
fleksible og anvendelige matematiske feerdigheder i arbejdet med matematik i anvendelse.

Relevans og anvendelighed:

Vi betragter fglgende perspektiver:

Pkonomi fra den virkelige verden: Denne viden er relateret til:

Linezere feenomener (taxaudgifter, udgifter til telefoni og internet, hastigheder, leje af
lokaler m.v.)

@konomiske modeller (gkonomiske modeller kan vere lineare og ikke-linezere fx
virksomheders indkomst, fortjeneste, gennemsnitsomkostninger, inflation m.v.)

Introduktion til optimering

Videregdende undersggelser: Viden og feerdigheder relateret til dette emne er relevant inden for
mange discipliner:

Lineaere fzenomener dukker op overalt inden for videnskab. Endvidere er linearisering
af ikke-lineere problemstillinger en alment anvendt metode til Igsning af
problemstillinger, hvis det er muligt. Vi beregner ofte lineare regressions- og
korrelationskoefficienter for at producere en lineser model og til at teste lineariteten af
et dataseet, selvom det ikke vides at stamme fra en linezer sammenhaeng.

Alle skulle gerne kunne organisere et budget i det daglige liv i tabeller med penge, som
man tjener og bruger til beslutningstagning og fremtidig planleegning. Desuden er det at
drive en virksomhed umulig uden gkonomisk modellering.

Optimering af processer anvendes rutinemeessigt af virksomhedsledere. Linezer
programmering, ogsa kaldet linezer optimering, er en metode til at opna det bedste
resultat vha. en matematisk model (sdsom at opna maksimalt overskud eller de laveste
omkostninger inden for planlaegning, produktion og transport), hvis afgreensninger er
repraesenteret ved linesere sammenhange. Optimering i forbindelse med transporten af
et produkt eller af en tjeneste fra leverandgr til kunde udfgres af virksomhedens ledelse
af forsyningskeeden (Supply Chain Management).
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e Det er muligt at lave en algoritme eller et computerprogram, der kan lgse
problemstillingen fra scenariet eller mere generelle problemstillinger. .

Undersggelsesfeerdigheder

I scenariet om stykkevist linezere funktioner erfarer eleverne betydningen af en raekke
undersggelsesfeerdigheder inden for matematisk modellering: transformering af data fra den
virkelige verden til et matematisk sprog, organisering af data, repraesentationer af data, at finde
en optimal lgsning, at formulere en anbefaling og at samarbejde og samt kommunikation.

Hvorvidt, disse feerdigheder konkret italeseettes over for eleverne, afhaenger i vid udstreekning
af, hvordan laereren involverer eleverne i tilbagemeldingen om metoderne i valideringsfaserne,
nar grupperne bliver bedt om at praesentere deres arbejde. Desuden kan de indgd i den fglgende
formuleringsfase. I disse tilfeelde foreslar vi, at leererne noterer sig maden, der praesenteres, for
at ggre disse undersggelsesfaerdigheder eksplicitte og give feedback, sa de kan returneres til
eleverne i de opfglgende lektioner.

Potentiale til et forlgb:

Scenariet om lineaere funktioner kan veere del i en leengere raekke af lektioner om linezere
feenomener, gkonomiske modeller og linezer optimering.

Forudszetninger: Til sddan et forlgb forventes eleverne at veere fortrolige med lineaere
funktioner og ligninger.

En introduktion: en kontekst med en stor dben problemstilling som foresldet i scenariet.
Variationer af de supplerende problemstillinger som foresldet ovenfor kunne bruges i de
efterfglgende lektioner.

RME-perspektiv

Horisontal matematisering: en tabel, der viser omkostningerne, bruges til at abne en snak om
situationen eller konteksten. Eleverne laver en fgrste uformel model af situationen som fx
((udgifter per cykel - 50000) - antal ar) + prisen for at bygge fabrikken og begynder
at bruge et sprog, der foregriber matematiske optimeringsmetoder "omkostninger per cykel",
"tid til at genoprette en investering". Denne matematisering af fabrikkens kontekst i
matematikkens verden giver mange muligheder for at videreudvikle og institutionalisere den
tilsigtede viden med scenariet, der bygger pa elevernes bidrag. Eleverne forsgger at finde en
lgsning i grupper og udarbejder en praesentation af deres resultater. Leaereren guider
diskussionen om ligheder og forskelle mellem disse praesentationer for at na frem til
konklusionen.

Vertikal matematisering: Den matematik, der er involveret i problemstillingen, skal fgres et
skridt videre. Lav en generel hypotese eller algoritme for at finde optimale omkostninger for
data givet i tabellen. Desuden kan modellen laves mere abstrakt eller generel (se nedenfor
under videregdende undersggelser).
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Konklusion og refleksion og forslag til videregdende undersggelse: Eleverne reflekterer,
integrerer ideer, skaber begreber konkret og far eksplicitte feerdigheder.

En opfglgende lektion kan yderligere undersgge, hvad scenariets konklusion(er) fortzeller os
om de fgrste lgsningsforslag i grupperne: Hvad var nyttige ideer? Hvilke kunne forbedres?
Hvordan kan vi lave en generel hypotese eller algoritme for at finde optimale omkostninger for

de givne data i tabellen? Hvilke strategier eller mader at arbejde pa hjalp dig med at komme
frem til dine resultater?
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Kvadratiske funktioner

MERIA-modulet “Bremselaengde”

Scenarie:

Tilsigtede viden | Der er en kvadratisk sammenhzeng mellem bremseleengden og bilens
hastighed lige umiddelbart fgr der bremses.

Bredere Kvadratiske funktioner og deres karakterisering ved at have en konstant
kompetencemdl | anden afledet (anden differensen for kvadratiske fglger dvs. kvadratiske
funktioner pa heltal), eller ved at have en konstant voksende eller
aftagende fgrste afledet (differenser for kvadratiske fglger).

Tvaerfaglige faerdigheder: eleverne skal arbejde med variable stgrrelser fra
fysik og fa en forstdelse for, hvad der foregar (bygger bro mellem de to
verdener i forhold til notation og arbejdsgang).

Undersggelsesfeerdigheder: eleverne skal analysere data og sgge efter
mgnstre i tabellerne med tal. Dernzest begrunde deres opdagelser
(argumentation) i en preesentation for klassen (beregninger dominerer
arbejdsprocessen, sa de skal have lavet et resume af deres tilgang i

preesentationen).
Ngdvendige Basisviden om funktioner, sammenhangen mellem konstant hastighed og
matematiske afstand, gennemsnitshastighed, konvertering fra enheden km/t til m/s og
forudseetninger | omvendt.
Tid 90 minutter
Niveau 1.g - og kan betragtes som spor lagt ud til fx differensligninger eller andre

dele af de valgfrie emner?

Materialer til Ark med tabel til udfyldning, lommeregner, computer, millimeterpapir.
radighed
Problemstilling: 1 et byomrdde med en folkeskole
klager skolebgrnenes forzldre over, at der er en
upassende fartgraense i omradet med skolebgrn. En
gruppe hensynslgse bilister siger, at foraldrene ikke
har grund til bekymring, da de - bilisterne - bremser
i tide.

Du er blevet bedt om at undersgge sammenhangen

mellem bremseleengden og bilens hastighed lige far
der bremses. Radgiv borgmesteren om hvilke

2 Materiale om differensligninger kan fx findes i temaheeftet "Diskret analyse - Fra talfglger til
integralregning” af Jan Agentoft Nielsen udgivet af Matematiklaererforeningens Bogsalg, 2016

Side 23



konsekvenser det vil f, hvis hastighedsgraensen andres. Understgt dit rad med fx tabeller og
grafer.
Betragt en bil, der bremser saledes, at hastigheden aftager med 10 km/t for hver 0.4 sekunder.
Brug den udleverede tabel til at organisere dine beregninger, observer og begrund derpa dine
svar, sa godt du nu kan.
Distancen
Andring i Gennem- Gennem- Tidsinter- | kgrt mens
Tid hastighed | ¢pitshas- | snitshas- | Val der
mens der | tiched tished bremses
(sek.) bremses i s At Ad
(km/t) (km/t) (m/s)
(m)
t=0til v =40 til
35
t=04 v=30
Distancen
kgrt under
bremsning
ialt (m)
Hastigheden lige
umiddelbart fgr der | 40
bremses* (km/t)
Bremselaengden (m)

*herefter betegnet som begyndelseshastigheden, og altsa forstdet som den hastighed bilen har
lige umiddelbart fgr der bremses.

Fase Laererens handlinger inkl. Elevers handlinger inkl.
instruktioner reaktioner
Devolution Leereren inddeler eleverne i | Eleverne lytter, snakker om deres

(didaktisk)

10 minutter

grupper a 3-4 personer.

Leereren giver problemstillingen
til eleverne. Det sikres, at eleverne
forstar antagelsen om en konstant
aftagende hastighed, mens der

ideer og svarer pa spgrgsmal.
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bremses. Ligeledes drgftes ideen
med at inddele tiden i sma
tidsintervaller, som ggr, at man
kan approksimere bevagelsen til
at veere en beveegelse med
konstant
(gennemsnits)hastighed.

Endelig tjekker laereren, om
eleverne  har  forstdet de
forskellige begreber i tabellen,
grundrelationen mellem
hastighed, tid og afstand, samt
hvordan man Kkonverterer fra
enheden km/t til m/s. Ligeledes
plantes ideen, at hastigheden 40
km/t kunne erstattes med andre
hastigheder (svarende til den
sidste raekke i tabellen).

Lareren bemeaerker over for
eleverne, at de er frie til at bruge
deres egne strategier. Ligeledes
ma de bruge deres IT-veerktgijer.

Eleverne far udleveret et
arbejdsark med opgaven og
tabellen. Hvis de ikke selv har en
lommeregner eller computer,
udstyres de med en lommeregner
- evt. kan de bruge deres
telefoner,

stilles ogsa til radighed.

og millimeterpapir

Eleverne far 20 minutter til at
undersgge, hvordan hastigheden
og afstanden eendrer sig og til at
lave nogle konklusioner om,
hvordan sammenhaengen mellem
dem er.

Handling
(adidaktisk)

Leereren cirkulerer rundt og
observerer, hvordan eleverne
arbejder og uden at blande sig.

Eleverne diskuterer i deres

grupper om forskellige strategier.
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20 minutter

Hvis tilfaeldet skulle blive, at
mange grupper starter med at
lave en helt ny tabel for hver nye
hastighed, sa kan leereren bede
om en kort snak i plenum, hvor
eleverne bedes om at forklare,
hvordan de har arbejdet med
tabellen. Sandsynligvis vil mindst
én gruppe indse, at de kan bruge
de forudgdende beregninger, nar
de skal deducere sig frem til
bremseleengden for andre
hastigheder og ud fra tabellen
afleese bremseleengden for lavere
hastigheder. Dette kan bruges
som en feedback for alle andre

grupper.

De ggr tabellen feerdig ved at bruge
lommeregnere eller computer,
eller plotte punkter ind i et
koordinatsystem (pa computer
eller papir) m.v.

De taler om ngjagtigheden og
veelger forskellige starthastighede

Gruppens medlemmer kan have
forskellige ideer og undersgger
dem individuelt.
Eleverne  vil maske  bruge
beregninger, grafer eller fysikkens
love til at komme frem til en
konklusion:

- Bremselengden andrer sig

ikke med en  konstant
stgrrelse
- Sammenheaengen mellem

begyndelseshastigheden og
bremselengden er ikke-
lineaer

- Nar begyndelseshastigheden
bliver stgrre, sa vokser
bremselzengden o0gsd men
ikke proportionalt

Nogle elever bemaerker maske, at
den 2. differens er (tilnaermet)

konstant og bruge
rekursionsmetoden til
beregninger.

Formulering
(didaktisk)

10 minutter

Leereren gar rundt til hver gruppe
og beder dem om at praesentere
kort, hvad de er naet frem til.

Hvis eleverne sidder fast, kan
spgrgsmdl og
diskutere deres ideer.

leereren stille

Eleverne prasenterer kort deres
arbejde og stiller spgrgsmal til de
andres praesentationer.
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Grupper, der har forskellige ideer
internt i gruppen, bedes fokusere
pa én af strategierne, som sa skal
bruges til en generalisering samt
praesentation for resten af klassen
(pa grund af manglende tid).
Laereren minder eleverne om, at
malet med denne aktivitet er at
finde ud af, hvordan
bremseleengden haenger sammen
med begyndelseshastigheden for
at kunne lave forudsigelser og for
atkunne give ordentlig radgivning
til borgmesteren.

Derfor bedes eleverne forberede
deres rad til borgmesteren
omkring konsekvenserne ved at
@ndre hastighedsgreensen og
understgtte
tabeller og grafer eller andet.

deres rad med

Handling og
formulering
(adidaktisk)

20 minutter

Laereren observerer.

Eleverne prgver at generalisere
deres beregninger og
observationer.

Nogle af dem vil muligvis @ndre
strategi for at kunne generalisere

deres tilgang til problemstillingen.

Eleverne forbereder deres rad til

borgmesteren.
Validering Leereren beder eleverne om at | Eleverne  praesenterer  deres
(didaktisk) praesentere og sammenligne | arbejde, lytter, stiller spgrgsmal og
deres strategier. drgfter andre strategier og
25 minutter lgsninger.
Institutionalisering | Laereren fremhaever de | Eleverne lytter og forbinder deres
(didaktisk) matematiske ligheder og forskelle | lgsning med en generel kvadratisk
i elevernes strategier. funktion.
5 minutter Det forklares, hvorfor nogle

strategier ikke vil give et bevis for
at sammenhangen er kvadratisk,

men kan veaere nok sa
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overbevisende ud fra grafer og en
formel produceret vha. CAS-
veerktgj.

Leereren introducerer den
kvadratiske funktion.

Mulige veje for eleverne til at opna den tilsigtede viden:

Eleverne vil udfylde tabellen med data (v, d).

Distancen
o . der er
Andringi | Gennem- | Gennem- . Tids- kgrt, mens
Tid hastighed | ¢pitshas- | snitshas- interval der
mens der tiched tighed
(sek.) bremses e i Al bremses
(kmyy | Gm/9 | @m/s) Ad
(m)
t=0til v =40 til 17
35 175 0.4 3
t=0.4 v =30 18 9
t=0.4til v =30 til 125 25
25 — 0.4 —
£=08 v =20 18 9
t=08tl | v=20til 25 15
15 — 0.4 —
£=1.2 v=10 6 9
t=1.2til v =10 til
5 25 04 >
t=1.6 v=0 18
Distancen
kgrt under 80
bremsning 9
ialt (m)
Hastigheden lige fgr

30 40 50 60 70 80 90 | 100 | 110
der bremses (km/t)

80 | 125

245 | 320
Bremseleengden (m) 5 — - ==

500 | 605

20 45
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Eller med decimaler for eksempel:

Hastigheden lige fgr

4 7 9 1
der bremses (km/t) 30 0 >0 60 0 80 0 00
Bremselaengden (m) 5 8.89 |13.89 | 20 |27.22]|3556| 45 55.56

Ved at kigge pa data i tabellen kan de konkludere:

Bremselangden bliver stgrre, nar begyndelseshastigheden gges.

Sammenhangen mellem bremselaengde og begyndelseshastighed er ikke-linezer, da

Ad .
- ikke er konstant.

Hvis begyndelseshastigheden fordobles, sd bliver distancen fire gange stgrre. Hvis
begyndelseshastigheden bliver 3 gange mindre, sa bliver distancen 9 gange mindre.

Eleverne kan tegne et punktplot (v,d) og konkludere, at sammenhaengen muligvis
er kvadratisk. De kan opskrive den kvadratiske funktion

d(v) =av?+bv+c

og bestemme de ukendte koefficienter a, b, c ved hjeelp af data fra tabellen ved at lgse et
ligningssystem. De vil her fa en tilnaermet lgsning. Strategien vil ikke give et bevis for at
sammenhaengen er kvadratisk.

50

Efter konklusionen at sammenhaengen kunne vare
kvadratisk, vil eleverne kunne bestemme 10
sammenhaengen vha. CAS-varktgjet og lave
kvadratisk regression. De vil fa en tilnermet
lgsning, og strategien vil heller ikke her vare et
bevis for, at sammenheaengen er kvadratisk.

30
20

10

Ud fra tabellens data kan eleverne generalisere
beregningerne: " - ‘2‘0‘ ‘ ‘4‘0‘ ‘ ‘6‘0‘ ‘ ‘8‘0‘ ‘ ‘l(‘)O‘ ‘ ‘1%0

—c.5. .3 L3 L3
dyo=5-7-04+15-=-04+25-=-04+35-=-04

dsg =5 > 2+15 > 2+25 > 2+35 > 2
07" 18 5 18 5 18 5 18 5
d —5(1+3+5+7)—5 16—80 8.89
79 "9 T 977
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5
d50—d40+45'ﬁ'0.4 .

d50=§(1+3+5+7+9)=§-25=%5z13-89

5
d60:d50+55.ﬁ'0'4

5 5
d6025(1+3+5+7+9+11)=§-36=20

5 5 ,
dy, =§(1+3+---+(2n—1)) =3°"
En vigtig konklusion er, hvis eleverne observerer, hvor mange tidsintervaller der
skal til, fgr bilens hastighed er ndet til 0 dvs. bilen er bremset helt. Sa hvor mange

gange skal der traekkes 10 fra begyndelseshastigheden vy:

Vo
v0—10n=0=>n=ﬁ
5 (V)2 L 2
dyy =5 (E) = Tgg Vo’ ~ 0.0056v,

[ denne formel substitueres v, i enheden km/t for at fa distancen i meter.

Eleverne kan bruge lommeregnere og skrive data i tabellen som decimaltal.
Resultaterne vil ikke vaere eksakte, og det vil vere svert for dem at opdage
mgnstre.

De fglgende punkter er det meget usandsynligt at elever i Danmark i 1.g vil kaste sig ud i, men
det kan naturligvis ikke udelukkes. Vi medtager det her som inspiration til valgfrie emner eller
videre arbejde, evt. i samspil med andre fag.

Eleverne kan bruge informationen, at begyndelseshastigheden aftager med 10 km/t
for hver 0.4 sekunder. Herfra kan de beregne, at hastigheden vil aftage med 25 km/t
for hvert sekund, eller med 6.94 m/s for hvert sekund hvilket betyder, at
accelerationen er a = 6.94 m/s2. Hvis de har haft fysik, kan de bruge formlen:

vzvo—at,d=v0t—%t2.

De benytter en vigtig konklusion: hvis vi kigger pa bremselangden, sa sgger vi det

gjeblik, hvor hastigheden er nul. Fra den fgrste formel med v =0 far de t= %’, og

setter dette ind i det andet udtryk og far:

2 2 2

v, 9V v,

d=2==""=-2=0.072v¢.
2a 125 13.8

[ denne formel kan v, substitueres i m/s for at fa distancen i meter.

Hvis eleverne beregner accelerationen i km/t2 vil de fa:

a =90000 km/t2, derpa substituere v, i km/t og fa distancen i kilometer.
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v3 . v3
d= ,eller i meter d = —.
180000 180

e Eleverne kan tegne en v-t-graf og beregne
distancen som arealet under grafen:

2
d= 2 = 0.072v3.
2a

N
8|S

.vO

[ denne formel substitueres vy i m/s.

Forklaringer til materialerne

Laereren kan benytte en PowerPoint-prasentation, nar problemstillingen stilles til eleverne, og
eleverne vil fa udleveret tabellen, som de skal udfylde. Malet er at fa dem opmuntret til at
observere 0.4 sekunders intervallerne, gennemsnitshastigheden i disse intervaller (i km/t og
m/s) sa vel som den estimerede tid i det pageldende tidsinterval. De vil beslutte sig for at
summe distancerne sammen til hastigheden bliver nul. Antallet af rakker i tabellen vil derfor
@ndres og eleverne vil beslutte sig for, hvor mange raekker de har brug for.

I den anden tabel vil de ud over den foresldede hastighed pa 40 km/t vaelge andre hastigheder
for at observere pa egen hand. I handlingsfasen vil eleverne bruge tabellen. Hvis udfyldelsen af

2T INS

tabellen for de forskellige begyndelseshastigheder |
tager for lang tid, sa kan det tilrades, at der laves en
arbejdsdeling. Eleverne bgr indse, at de kan bruge de
foregdende beregninger, nar de skal bestemme
bremselengden for andre begyndelseshastigheder,
samt at afleesning af bremselangden kan ggres direkte
i tabellen for begyndelseshastigheder, der er lavere. |
tilfeelde af at en del af eleverne starter op pa en helt ny
tabel for hver nye begyndelseshastighed hen over de
20 minutters adidaktiske fase, sa kan man som lzerer
med fordel afbryde klassens arbejde for en kort stund
i plenum at spgrge grupperne, hvordan de har
arbejdet med tabellen og derved na frem til, hvordan
man let kan komme videre fra 40 km/t. Der vil hgjst
sandsynligt veere mindst én gruppe, der har indset
systemet, som kan bruges som feedback til alle andre

grupper.

For at tegne graferne kan eleverne bruge millimeterpapir/ternet papir eller computere.

Hvis elever skulle nd i mal med at konkludere eksistensen af summen 1+ 3 + ---+ (2n — 1),
kan de tilbydes terninger til visuelt at na frem til et bevis uden ord. I en dansk kontekst er det
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usandsynligt, at eleverne vil na frem til en sddan sum. Vi har bevaret dette for at vise, hvordan
vi mdske kan udfordre dygtige elever ved at bede dem regne eksakt i tabellen og se, hvor langt
de kommer. Det bliver naesten Georg Mohr-lignende opgaver i dette tilfeelde.

Variationsmuligheder baseret pa de didaktiske variable

Nogle dele af scenariet kan sendres. I dette kapitel vil vi liste de didaktiske variable eller dele af
scenariet, der kan eendres, samt leererens interventioner, som bgr implementeres i nogle
bestemte situationer.

Men ved gennemfgrelsen af scenariet bgr de teenkte didaktiske og adidaktiske faser overholdes,
og handlingsfasen skal holdes adidaktisk. Ligeledes er det vigtigt at gennemfgre en
valideringsfase, hvor eleverne vil evaluere de praesenterede lgsninger. Sa disse elementer i
strukturen er vigtige at holde fast.

Det didaktiske miljg: Problemstillingen kan preesenteres pa forskellige mader. Leereren kan tale
om problemstillingens indhold, kan bruge preaesentationen (Appendix A) eller en video.
Hastigheden pa 40 km/t er valgt vilkarligt og kan erstattes af andre, men for at kunne se
mgnstrene i tabellen tilrddes det at veelge hastigheder, der er et multiplum af 10.
Hastighedsaendringen pa 10 km/t for hver 0.4 sekunder er valgt, sa det er realistisk samtidig
med, at eleverne far mulighed for at se mgnstrene. Det anbefales, at man holder fast i denne
veerdi.

Tabellen er teenkt til at hjeelpe med at organisere dataene, men bgr ikke betragtes som et krav,
da eleverne kan na generelle konklusioner uden at beregne bremseleengden for bestemte
hastigheder (iseer hvis de har kendskab til fysik). Tabellerne er lavet som skitser, sa eleverne
selv skal vurdere, hvor mange raekker de skal foretage beregningen for i den fgrste tabel, og
hvilke hastigheder der skal indga i den anden.

Laereren bgr undga at give preecise tabeller for at eleverne szettes i stand til at udvikle
undersggelsesferdigheder. Eleverne kan opfordres til at bruge matematikprogrammer til
tegning, visning og beregninger, men scenariet kan implementeres uden brug af computer.
Laereren kan lave materialer til brug af matematikprogrammer. Hvis en leerer laver materialer,
skal man huske pd, at matematikprogrammet kun hjeelper med beregning og visning af
resultaterne, men det giver ikke konklusioner.

Varigheden af de enkelte faser kan skraeddersys til eleverne, men afvigelserne bgr ikke vare for
store.

Hvis grupperne i lgbet af den adidaktiske fase ikke har fundet en generel formel, der forbinder
bremseleengden med begyndelseshastigheden, kan leereren stille fglgende spgrgsmal:

e Kan du se et system i veerdierne for bremselangderne, du er kommet frem til?

e Er det muligt at repraesentere resultaterne grafisk? Og hvordan kan du koble det
du ser grafisk med det algebraiske udtryk?
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e Hvis du har bestemt bremselzengden for forskellige begyndelseshastigheder, da du
udfyldte tabellen, kan du sa ggre det samme for et helt generelt v i stedet for et
konkret?

e Hvilke formler fra fysik kunne veere nyttige?

e Hvordan kan CAS-vaerktgjet vere behjezlpelig med at bestemme formler eller
sammenhaenge?

Hvis eleverne i en gruppe ikke kan komme i gang, kan leereren lede dem videre med spgrgsmal,
men ikke spgrgsmal der leder frem til en lgsning, men blot kan saette dem i gang fx med at
producere data via tabellen.

Det er ikke ngdvendigt, at leereren bliver ved gruppen, indtil eleverne har svaret pa de stillede
spgrgsmdl. Man kan med fordel tenke disse sma situationer hos eleverne som sma
devolutionsfaser med fokus pad en begraenset problemstilling og give eleverne mulighed for at
fortseette deres arbejde adidaktisk med handlingsfasen og formuleringsfasen.

Laereren bgr ikke animere til yderligere spgrgsmal og bgr heller ikke foresla svar. Man forfalder
herved til at lede eleverne frem til en lgsning men tager muligheden fra eleverne for at arbejde
adidaktisk.

For grupper der har problemer med at vise formlen: 1 + 3 4+ 5+ --- + (2n — 1) = n?
kan leereren give hjaelp, fx fglgende:

e Praesenter hvert tal i summen med prikker og observer.

e Szt summen lig med S, og skriv den to gange men i
omvendt rekkefglge: fgrst fra fgrste til sidste tal og
derpa fra det sidste tal til det fgrste.

Det er ikke ngdvendigt, at eleverne beviser formlen i den adidaktiske fase.

Det er veaerd at finde ud af, at den observerede verdi for summen er lig med n?, og beviset kan
derefter udfgres didaktisk i valideringsfasen.

Eleverne skal selv veelge begyndelseshastigheder og vil hgjst sandsynligt vaelge hastigheder
som 50, 60, 70 ... km/t. Hvis de velger hastigheder, der ikke er et multiplum af 10, vil de fa
problemer med at bestemme det tidspunkt, hvor hastigheden er 0, fordi det ikke vil veere et helt
multiplum af 0.4 sekunder. I dette tilfaelde vil det blive svart at se mgnsteret i tabellen. |
valideringsfasen kan de betragtede hastigheder drgftes.

Resultaterne for bremseleengden vil eleverne enten veaelge at fa skrevet som brgker eller
decimaltal. Decimaltallene er kun approksimationer, sa nogle mgnstre bliver derfor svaere at
se. Forskellen pa disse to praesentationer af resultaterne kan ogsa drgftes i valideringsfasen.
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| institutionaliseringsfasen er det vigtigt, at stgrsteparten (hvis ikke alle) strategier, som har
veret oppe at vende i Kklasselokalet, er Dblevet koblet med hinanden. .

Observationer fra klasserummet

I nogle grupper far eleverne lavet fejl i beregningerne og fiar dermed den forkerte
bremselaengde for nogle begyndelseshastigheder. I den fgrste formuleringsfase kan laereren
bede eleverne fra de forskellige grupper sammenligne deres resultater og fa korrigeret de
forkerte svar.

I Nogle elever antog, at
SOT o REERE ‘ : EAT O sammenhaengen mellem
] begyndelseshastigheden
AR IR RS 1> og bremselengden var
\\ 7 138 = 1704 linezer. De brugte tabellens
5 o ld 10,283 data til at bestemme den
linezere funktion.

Nogle grupper prgvede at
lave punktplots, sa
punkterne 13 pa en ret linje
eller som grafen for en
stykkevist linezer funktion.
I tilfeelde som dette kan

GRAFIKONI:

r N lzereren spgrge eleverne,
AR : om de kan forklare, hvorfor
", = Yo : sammenhangen skulle
j ! vaere lineaer. Ligeledes
' o :

kunne der spgrges efter,
hvad der er karakteristisk

= I e for den

Ry bo

linezere funktion, og om data i tabellen understgtter denne viden. Eleverne skulle her gerne
indse, at sammenhaengen ikke er linezer, idet differenskvotienten ikke er konstant.
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Nogle elever fik ogsa sat
distancen som uafhaengig .

variabel og afsatte
distancen pa 1. aksen

Nogle elever brugte CAS-
vaerktgjer.

Efter at have konkluderet
at sammenhaengen kunne
vaere kvadratisk, bestemte
eleverne sammenhaengen
vha. kvadratisk regression.
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Her har eleverne fundet
frem til summen af nogle
andre fglger. 1 dette
tilfeelde skulle leereren
afslutte deres arbejde i
institutionaliseringsfasen
(leererens arbejde er vist
med grgnt).
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Doé e %‘_0_%“&2 S} Denne figur viser en
gruppe elevers v-t-graf for
Ovien  gismmom Nown  12n0sieno 9‘-\}&1% forskellige  begyndelses-
O eneanytay gngfxéwbo crne g We- hastigheder og  deres
(Ul-v.rwdj \rQ‘e.Si,Qr\\la.é&%&"’“‘- 'I_N-,v\'\im \v\:x beregning af
podagime ool Sulne ¢ Ste bremselaengden som
v\")\» .1&%\1_&; oV S e wod Q‘—’{S.B.\.Os.) sy -
) N T e i arealet under grafen. I
P '1}000) lodeaostt d\ace  opemnonttme
Moy ddam o atvame weopreie voreZe. dette  tilfeelde  skulle

Akl | ] Hi 1 [ LNLMQ * ‘f-clhtpwu Hil leereren fortszette ideen i
: 17' | i | ! 1 {! | i |

11 o institutionaliseringsfasen
{ EREITLETH OO R TR ['¢

] : og tegne grafen for et
il generelt v.

et LAdlieh e i fs)
Lk adil | s il | odimda L] L
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Y= )@/% 5 Payt e ’ og fiet
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. ~ a= Da hastigheden v=0, nar vi
Zayo x 7 .
ey o 26,54 har bremselaengden s, sa
Sae v
e ] folger det, s = ——=, hvor
| 5= 4’5,3% | 2a

accelerationen her er et
negativt tal, da der
bremses.
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Formel (1) i ovenstdende

| é«: eksempel kan opnds ved at
! e - . . .
1 o I vete s /M% isolere tiden t i formlen
2 [TEss e v=v,+at og indsaette
T LA AT 5 . a
e = e udtrykket i s = vyt +-t>
W o ‘/12’ \ Lee 4'4'5 2
G ”7%}’ 3/ 2 Npeeni 3 eller de kender allerede
20 1 ol 3 .
L 3 formlen fra fysik.
Vol = L0 2 [ 05 HEEE
s . s [{r=ag) Nz G (u) ol (”’"””"/1")
e b \3: 27 NC3 ot s
o N
= 24 Ko

Hvis eleverne bruger formel (1) vil de nd frem til den kvadratiske sammenhaeng mellem
bremselengden og begyndelseshastigheden uden at beregne konkrete vaerdier. Elever med
denne tilgang til problemet vil hgjst sandsynligt vaere langt hurtigere feerdig end de andre
grupper. Her kan man bede disse elever om at veere kritiske over for data i tabellen (fx hvorfor
er gennemsnitshastigheden relevant data?), eller fa til opgave at vise forholdet mellem
bremseleengde og starthastighed grafisk, at forberede en forklaring pa vigtigheden af
hastighedsgraensen ner skolerne eller at undersgge afhaengigheden af den totale
bremseleengde og starthastigheden (Se punktet Forslag til yderligere problemstillinger for
kvadratiske funktioner)

Konklusion

Vikan se, at nogle elever drager konklusioner ved kun at kigge pa tallene i tabellen, mens andre
prgver at beskrive sammenhangen mellem bremseleengden og hastigheden umiddelbart fgr
der bremses. Se tabellen nedenfor:

Tal Sammenhange

Eleverne beregner bremselengden for nogle fa | Eleverne konkluderer ved
hastigheder fx 40 km/t og 70 km/t og konkluderer, at | at kigge pa tallene, at der
bremselaengden er for lang, hvis bilen kgrer 70 km/t, sa | ikke er en lineaer
derfor vil de anbefale en hastighed pa 40 km/t. sammenheaeng (for hgjere
hastigheder vil der veere en
mere drastisk endring i
distancen, hvis hastigheden

aendres).
Eleverne fylder flere datapunkter ind i tabellen fx Eleverne kigger pa tallene i
tabellen og konkluderer, at
Fart sammenhangen kunne
30 40 50 60 70 80 90 . . )
(km/t) vaere kvadratisk, fordi hvis

vi fordobler hastigheden
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Bremse- fra 30 til 60 km/t, sa vil
leengde 5 | 889 |13.89| 20 |[27.22|3556| 45 distancen firdobles. .
(m)
De vil lave deres anbefaling pa baggrund af tabellens tal.
Eleverne indtegner punkterne i et koordinatsystem og | Eleverne indtegner
bygger deres anbefaling pa baggrund af plottet. punkterne i et
ol koordinatsystem og
konkluderer, at
w0l sammenhangen kunne
il o veere kvadratisk pa
20l baggrund af grafen, de har

tegnet gennem punkterne.

20+ L
50+

10+ a0l

“““ L S S S S S S 307

20+

10+

) 20 40 60 80

Eleverne konkluderer, at
der er en kvadratisk

sammenhaeng og
bestemmer
sammenhangen vha.

kvadratisk regression.

Eleverne konkluderer, at
der er en Kkvadratisk
sammenhaeng og
bestemmer Kkoefficienterne
for sammenhaengen ud fra
tal i tabellen.

Eleverne argumenterer for

at bevise, at der er en
kvadratisk sammenhaeng.
(se under Mulige veje for
eleverne til at opnd den
tilsigtede viden).
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Selvom beregninger og indsamling af data er vigtigt i dette scenarie, sa skulle eleverne gerne
fole behov for at undersgge neermere, hvilken sammenhaeng der er. Hvis alle elever er tilfredse
med svaret opndet ved kun at kigge pa tallene, sd bgr leereren drgfte hvad det betyder at
"bestemme sammenhangen” mellem to stgrrelser i institutionaliseringsfasen.

Evalueringsvarktgjer

Ved lektionens slutning eller i begyndelsen af naeste lektion kan man give eleverne fglgende
opgaver:

1) To biler passerer ned ad gaden. Hastigheden for den ene er tre gange stgrre end
hastigheden for den anden. Vil bremseleengden for den hurtigste bil vaere tre gange
stgrre end for den langsomste? Begrund dit svar.

Svar: Nej. Bremselengden er proportional med kvadratet pd hastigheden
umiddelbart fgr der bremses. Derfor vil bremselengden for den hurtigste bil veere 9
gange lengere end den langsomste.

2) Et motorkgretgj beveaeger sig med en hastighed pa 80 km/t. Hvilken hastighed skal
hastigheden reduceres til, hvis bremselaengden skal vere 4 gange mindre?

Svar: Da bremselaengden er proportional med kvadratet pd hastigheden, sd skal
hastigheden halveres dvs. reduceres til 40 km/t.

3) Bremselaengden pavirkes af savel begyndelseshastigheden som af vejrforholdene
pa vejen. En dag blev der lavet en maling, og man fandt frem til, at et motorkgretgj
med hastigheden 40 km/t stoppede efter 10 m. Efter hvor mange meter vil
motorkgretgjet stoppe, hvis forholdene er som fgr men begyndelseshastigheden er
70 km/t?

Svar: Bremselengden er proportional med kvadratet pd begyndelseshastigheden, sd
vi antager at dette kan skrives d(vy) = kv for en konstant k. I denne opgave vil det
betyde, at d(40) = 10. Indseattes dette i udtrykket ovenfor, sd kan vi bestemme
konstanten k:

k= :—2= %. Et motorkgretgj, der kagrer med hastigheden 70 km/t vil stoppe efter:
0
2
d(70) = % = 30.625 ~ 30.6 m.

Forslag til yderligere problemstillinger vedrgrende kvadratiske funktioner
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1. Den totale bremseleengde for et motorkgretgj bestar af to dele: reaktionsleengden og
bremselaengden.

Distancen, som bilen nar at kgre, fra fareren ser et behov for at bremse, til det gjeblik der
faktisk trykkes pa bremsen, kaldes reaktionsleengden. Fgrerens reaktionstid er 1 sekund og
kan veere leengere alt efter fgreren og hans tilstand (fx sygdom, treethed, alder, pavirkning af
stoffer eller alkohol). Antag en bilist er under pavirkning af alkohol (0.5 g/1 alkohol i blodet)
og har en reaktionstid pad 1.5 s. Vi antager at bilen kgrer med konstant hastighed i det tidsrum

bilisten bruger pa at reagere.

Distancen, som et motorkgretgj nar at kgre, fra fgreren starter med at bremse, og til kgretgjet
holder stille, kaldes bremseleengden. Bremseleengden afhaenger primeert af hastigheden,
umiddelbart fgr der trykkes pa bremsen (den sdkaldte begyndelseshastighed),

vejbetingelserne og kan ogsa atheenge af kgretgjets tilstand. Ser vi bort fra kgretgjets tilstand,
2
s& kan bremselaengden beregnes ved formlen: s = —

)

2540
hvor s er bremseleengden, v er begyndelseshastigheden i kilometer pr. time, og p er
friktionskoefficenten, som afthaenger af vejbetingelserne:

Friktionskoefficienten u Tgr vej Vad vej
Ny asfalt 0.7-0.8 0.5-0.6
Gammel og beskidt 0.6 -0.7 0.25-0.45
asfalt

Grusvej eller sma sten 0.6-0.7 0.3-0.5
Sne 0.2-0.4

Is 0.05-0.1

a) Undersgg hvordan reaktionsleengden afhanger af begyndelseshastigheden for en
bilist med reaktionstiden 1 sekund og for en bilist med reaktionstiden 1.5
sekunder.

b) Bestem hvordan bremselengden afhaenger af begyndelseshastigheden pa tgr vej,
vad vej og vej deekket af sne.

c) Bestem hvordan den totale bremseleengde afhaenger af begyndelseshastigheden
for forskellige reaktionstider og vejbetingelser.

2. Hvor mange diagonaler har en firkant, femkant, sekskant og n-kant?

3. Hvor mange stykker pizza kan du f3, hvis du skaerer pizzaen 2, 3, 4, ..., n gange?

4. Den ligesidede trekant med sideleengden n cm er opdelt i ligesidede trekanter med
sideleengden 1 cm. Hvor mange er der?

5. Beskriv boldens bane, hvis der skydes en bold mod kurv i basketball.
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Begrundelser for og RME-perspektiver pa scenariet

Relevans og anvendelighed

Scenariet om bremselaengder relaterer til erfaringer fra hverdagen og til en viden knyttet til
kgretgjers beveegelse og opbremsning. Eleverne bliver opmerksomme pd, at hastigheden
umiddelbart fgr bremsning har en effekt pa bremseleengden. Viden og feerdigheder relateret til
emnet om kvadratiske sammenhaenge er til stede inden for mange andre omrader ogsa.

Undersggelsesfaerdigheder

Det undersggelsesbaserede er inkluderet i alle faserne. Gennem elevernes arbejde med
problemstillingen vil de genere eksempler, eksperimentere systematisk, organisere data,
formulere hypoteser, finde og verificere formler, samarbejde og kommunikere.
Undersggelsesfaerdighederne bgr inkluderes i den feedback, der gives i valideringsfasen samt
institutionaliseringen.

Potentiale til et forlgb

Dette scenarie kan veere en del af et forlgb om kvadratiske sammenhange og egenskaberne for
kvadratiske fglger og funktioner.

Forudsatninger: det forudseettes, at eleverne forstar funktionsbegrebet og i saerdeleshed den
linezere funktion. Skal der arbejdes med aritmetiske fglger og deres egenskaber, sa skal
eleverne have kendskab til begrebet fglger.

Introduktion: en kontekst med en bil der bremser, kan bruges som en bred aben problemstilling,
der involverer modulet.

RME-perspektiv

Horisontal matematisering: det matematiske sprog introduceres for at kunne drgfte hele
situationen. Eleverne laver den fgrste uformelle model af situationen - scenariet med
bremselaengder og kvadratiske sammenhange introduceres.

Vertikal matematisering: matematikken der indgar i problemstillingen skal fgres et skridt
videre. Modellen er lavet mere kompakt og generel. Eleverne undersgger mgnstre i tallene og i
deres summer.

Eleverne betragter kvadratiske fglger og det karakteristiske ved kvadratiske fglger: De fgrste
differenser er lineaere og den anden differens er konstant. Endvidere er summer af udtryk i
lineaere (aritmetiske) folger kvadratiske fglger. Generaliseres dette til kvadratiske funktioner,
sa er den fgrste afledede lineaer, og den anden afledede er konstant. Endvidere er det ubestemte
integral af en linezer funktion kvadratisk.
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Mal for tendenser i observationssat

MERIA-modulet “Jobannonce”

Scenarie:

Tilsigtede viden | At kunne bestemme, skelne mellem og treeffe beslutninger ud fra
forskellige mal for tendenser i et observationssaet (aritmetisk
middelveerdi, typetallet og median).

Bredere At opnd en bredere kompetence i at analysere observationsseet, traeffe og
kompetencemadl | vurdere beslutninger baseret pa argumenter samt
praesentationskompetencer.

Ngdvendige Eleverne kan beregne den aritmetiske middelveerdi og har kendskab til
matematiske begrebet gennemsnit. Ligeledes er de i besiddelse af grundleggende
forudseetninger | feerdigheder i brug af computer: Excel-regneark eller lignende (fx Google
sheets, Open Office eller regneark i et CAS-veerktgj). De skal vide, hvordan
man bruger grundleggende kommandoer til at beregne summer og
gennemsnit samt kunne repraesentere data grafisk (histogrammer,
punktplots, boksplots m.v.).

Tid 45 minutter (kan udvides til 90).

Niveau Primeert start 1.g.

Materialer til Computer og passende software (Excel, Google Sheets, Open Office,
radighed GeoGebra, CAS ...). Dataset, der i det fglgende omtales som ‘lgnningsliste’.

Dataseettet tilfgjes som en Excel-fil.

Problemstilling:

Tre virksomheder annoncerer efter nye medarbejdere. For at give potentielle ansggere en
ide om indkomstmulighederne i virksomheden informerer annoncen ansggerne om den
gennemsnitlige manedslgn. | materialet lgnningslister.xlsx3 kan du se lgnnen til disse tre
virksomheder.

[ hvilket firma vil du sgge arbejde? Forklar og giv matematiske grunde for din beslutning.
Overvej fglgende: Hvilket eller hvilke tal vil opsummere hele saettet? Hvilken Ilgn fordeler
medarbejderne i to grupper af samme stgrrelse? Brug en grafisk repreesentation af data til at
hjaelpe dig med at treeffe en beslutning.

3 Eleverne vil her modtage en Excel-fil med data. Disse kan ses i Bilag sidst i bogen.
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Fase Larerens handlinger inkl. Elevers handlinger inkl.
instruktioner reaktioner
Devolution Leereren presenterer | Eleverne  lytter og  stiller
(didaktisk) problemstillingen for eleverne og | opklarende spgrgsmal.
giver dem et link til Excel-arket
5 minutter med data (3 Ignningslister).
Leereren inddeler klassen i
grupper 4 2-3 elever.
Handling Leereren cirkulerer rundt og | Eleverne diskuterer i grupperne,
(adidaktisk) observerer og hjelper kun i | hvilke hjelpemidler de vil bruge,

20 minutter

tilfeelde af tekniske
vanskeligheder (ikke ved brug af
programmet). Han noterer sig de
forskellige strategier og tilgange,
som eleverne velger.

hvilken matematik samt hvordan
de vil organisere arbejdet.

Formulering Leereren beder eleverne om at | Eleverne organiserer deres

(adidaktisk) organisere deres arbejde og | arbejde og opsummerer.
formulere beslutninger.

5 minutter

Validering Leereren udpeger nogle elever til | Eleverne giver korte forklaringer

(didaktisk / kort at praesentere deres | pd, hvad de har gjort. De andre

adidaktisk) lgsninger og beslutninger. | elever lytter og diskuterer
Grupper med forskellige | beslutningen.

10 minutter

strategier bgr vaelges.

Institutionalisering

(didaktisk)

5 minutter

Elevernes arbejde opsummeres og

generaliseres:
Datas  indflydelse pa den
aritmetiske middelvaerdi,

medianen og typetallet samt
fordele og ulemper ved disse
malstgrrelser.

Ver opmeerksom p3a, at denne
situation ikke kun har én lgsning,
men resultatet skal veere de
forskellige oplysninger, som hver
af vurderingerne og
beslutningerne giver.

Eleverne lytter og  stiller
opklarende spgrgsmal.
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Mulige veje for eleverne til at opna den tilsigtede viden

e Nogle elever vil muligvis straks vide, hvad de skal ggre, og starter med at
repraesentere data grafisk vha. de veaerktgjer, de er fortrolige med samt benytter
analysevarktgjer til at beregne den aritmetiske middelvaerdi og medianen for hver
lgnningsliste. For dem er det centrale punkt at observere, diskutere og konkludere
hvad der sker, nar de fjerner nogle af de store observationer fra analysen. De vil
finde frem til, hvordan det vil pdvirke den aritmetiske middelvaerdi samt medianen
og pa baggrund af dette na frem til en beslutning om, hvilken virksomhed, de vil
veelge.

e Nogle elever vil lave tabeller og pa egen hand konstruere formler til beregning af
den aritmetiske middelvaerdi og medianen. De far brug for at sortere data, summere
data, telle dem og opdage, hvordan man kan bestemme medianen, nar antallet af
observationer er et ulige antal. Disse elever skal i tabellerne observere, hvordan
der i de sorterede data, iserilgnningsliste C, er nogle store observationer i forhold
til resten af datasettet og undersgge, hvad der sker med den aritmetiske
middelveaerdi og medianen med og uden de store lgnninger. Som en konsekvens vil
de leere noget om fordele og ulemper ved disse malstgrrelser.

e Nogle elever vil kun reprasentere lgnningslisterne grafisk og traffe en beslutning
pa baggrund af figurerne. Disse elever vil bruge boksplots, hvor de kan aflese den
ngdvendige information om medianen og treffe den rigtige beslutning. Ligeledes
er outliers lette at fa gje pa i boksplottet, og de vil konkludere, hvilken effekt de
har pa den aritmetiske middelveaerdi og medianen.

e Nogle elever vil tegne diagrammer ud fra data og teelle antallet af outliers manuelt.
Ud fra diagrammerne vil de fd en ide om middeltallet, hvis de store observationer
dvs. outliers vil blive fjernet fra observationssaettet. Maske vil de derpa sortere
observationerne og fa et bedre overblik over lgnfordelingen og drage deres
konklusioner.

For at eleverne kan blive i stand til at bestemme typetallet, kan man opfordre eleverne til at
afrunde lgnningerne eller gruppere dem (i sidstnaevnte bliver det sa typeintervallet de kan
bestemme). De kunne derpa repraesentere de nye data i fx et histogram og afbilde
frekvensklasserne. Derpa kunne de bestemme typetallet for hver Ignningsliste (enten vha.
veerktgjer i computerprogrammet eller ved at afleese pa histogrammet) og forbedre deres
tidligere beslutning om, hvilket firma de vil valge, uanset hvilken metode de brugte til at
bestemme den aritmetiske middelveerdi og medianen.
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Forklaringer til materialerne .

Eleverne far udleveret et dataseet bestdende af tre observationssaet givet ved lister af
manedslgnninger ("lgnningslister”) for 50 ansatte for tre forskellige virksomheder, og for hver
virksomhed en beregnet gennemsnitslgn. Observationerne er ikke sorteret. Det forventes, at
eleverne ndr frem til at sortere data og fa tegnet nogle diagrammer.

For at ggre opgaven mere attraktiv for eleverne kan virksomhederne navngives med
spendende navne, eller opgaven kan praesenteres som en annonce fra hver af de tre
virksomheder publiceret i en avis.

Variationsmuligheder baseret pad de didaktiske variable

Dataseettet kan udleveres digital eller bade pa papir og digitalt. Papirformatet kan bruges som
introduktion til problemstillingen og en fgrste brainstorm, men det er obligatorisk med
computeren i dette scenarie.

Variationer er mulige i forhold til, hvordan man vil organisere klassen. Par eller grupper af tre
anbefales, idet der arbejdes med computer.

[ forhold til tidsrammerne kan der laves variationer i handlings- og formuleringsfasen.

For ikke at skulle zendre i den tilsigtede viden anbefales det at arbejde med observationssaettet
uendret. Dog kan man overveje at sortere data pa forhand, hvis man skgnner, at eleverne har
for sveert ved at bruge Excel eller andre programmer til at bearbejde data. En anden mulighed
er at udvide arbejdet med en aktivitet, der ligger fgr selve arbejdet med scenariet, der
introducerer eleverne til Excel eller det program, man vil arbejde i.

Hvis eleverne allerede er fortrolige med diverse ngglebegreber for tendenserne i et dataseet, sa
kunne man udvide den tilsigtede viden med fglgende:

e Introducere begreberne varians og spredning
e Kvartilsettet som et mal for spredning

e Grafiske reprasentationer (boksplot)
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Observationer fra klasserummet .

Eleverne sorterede observationssattene og praesenterede dem grafisk pa fglgende mader:

Podjetje A B 40000
20000 10000 20000
mmm o
0 O A 0
1 61116212631364146 1 61116212631364146 1 7 13192531374349

Pa 1. aksen var de ansatte og pa 2. aksen manedslgnnen.

Andre grafiske praesentationer af data satte igen de ansatte pa 1. aksen og lgnnen pa 2. aksen.
Eksemplerne nedenfor viser forskellige tilgange til repraesentationer, og som pa sin vis giver en
information om forskellene mellem virksomhederne.

En graf fra virksomhed A,
der klart viser den ene
ekstreme veerdi (lgn).

En tilsvarende graf for
virksomheden B, som viser
en mere jeevn spredning og
med feerre lave lgnninger.
En af eleverne favoriserede
denne virksomhed til et
fgrste job, da man her
straks ville tjene en pzen
lgn.
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Grafen for virksomheden C
viser et stort antal lave .
lgnninger og fa hgjere
lgnninger og en enkelt
ekstrem. En ambitigs elev

sagde, at dette ville vare

den fortrukne virksomhed.

Flere har navnt denne, da

man her har mulighed for

at opna en paen lgn og
dermed mulighed for
udvikling.

Eleven her havde allerede
a lidt erfaringer pa forhand i
EN) forhold til at analysere data

og havde grupperet
20 lgnningerne  for  hver
15 virksomhed og
10 repraesenteret
5 - observationssattene i et
a _ r— histogram.

P ) e
I # Som en tilfgjelse lavede

;,.:;ga- g% ﬁ u'i’

b s T & eleven ogsd et boksplot til

brug for at treffe en
o — llI

beslutning.
[21B5, 3745] (3745, 4325 (4325, 45905] {8905, 54E85] |5485, BORS]
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Eksemplerne i det fglgende viser nogle forskellige praesentationer af elevernes resultater af

deres beregnede nggletal:
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Eleverne sggte efter den
lgn i dataseettet, som var
tettest pa middeltallet
oplyst i Excel-arket som
det bedste valg i forhold
tii at  repreesentere
dataseettet.

Deres bedste valg var B,
fordi den laveste lgn i
denne virksomhed var
den hgjeste blandt de tre
firmaer.

Eleverne skriver de givne
middelverdier, og deres
valg er B, fordi
lgnningerne i det
pageldende selskab har
de mindste forskelle fra
middelvaerdien.
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A B c D E ; G H ) De gule markeringer har

25 |31 4563 12 43EE 3 2115
26 12 2522 X s150 . 2u1s eleverne lavet for at .
27 (1 4635 29 5172 12 2205 . .
= oo - a0 - . opdele listen af Ignninger
29 |15 4755 29 5323 28 2271 . .
200 o] i e i to lige store dele og
3 | 4953 17 5310 14 2343 .
e oo . e, . e fandt medianen ved at
o - = o = = bruge Excel. De valgte
s 5133 2448 2288 virksomheden B, fordi

= 5188 £ 5451 15 2831
el 521y =457 : 2648 den havde den stgrste
38 1z 5265 22 5511 23 2845
39 [z 5454 3z 5538| 25 2757 gennemsnltslgn Og
4] |3= 5457 27 5550 z7 Jriva==1
ai [z 5580 15 5568 e = ligeledes den stgrste
42 |a EE34 El ESES| 21 2825
43 |a1 5551 0 5837 s 2340 median.
M |17 D53 = EET0| 21 2873
45 |1z 5458 n 5673 a0 2878

45 8531 & 5700 3E 152325
AT |15 G5E5 1= 5756 15 15753
48 |z 560 ] 5778 22 15808
49 |a7 &755 ¥ ER2S| =3 18088
B0 (a5 Ti01] 51 5043 = 15104
Bl |42 50| 11 EOET| a7 15158
52 |&= 10113 35 5575 25 17421
53 |12 10131 4 5878 12 17550
B4 |19 14535 15 200 £ 2oDET
EE | median 4775 median 5241 meedian 2204

Laereren benyttede de forskellige beregninger til sammenligning og diskussion ved at dele dem
pa tavlen:
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Evalueringsvarktgjer .

Ved timens afslutning eller i den efterfglgende lektion med klassen, kan man fx stille eleverne
nogle spgrgsmal som eksemplerne vist for at evaluere i hvilket omfang den tilsigtede viden har
rodfeestet sig hos eleverne.

1. Bestem middeltallet, medianen og typetallet for de to observationssaet:
a)4,4,4,5,6,6,20
b) 4,4, 4,5,6, 19

Svar: a) Middeltal = 7, Median = 5, Typetal = 4, b) Middeltal = 7, Median = 4.5, Typetal
=4
2. 1 en virksomhed har neesten alle medarbejderne samme lgn undtagen direktgren,

som tjener 10 gange sd meget som en almindelig medarbejder.

a) Hvad er et godt nggletal at benytte til at beskrive de centrale tendenser i
observationssattet? Begrund dit svar.

Svar: Medianen, fordi en outlier svarende til direktgrens lgn fdr en stor indflydelse
pd gennemsnittet, men ikke pd medianen.

3. Nedenstdende data er udfaldet af en test af 45 elever, hvor 100 point er det hgjst
opndelige pointtal.

81 71 70 72 83
59 32 92 95 61
69 59 91 84 73
74 66 77 70 67
65 58 59 78 93
95 50 62 67 92
65 54 90 92 79
62 75 83 98 71
83 67 59 46 64

a) Find middeltallet, medianen og typetallet for observationssattet.
b) Teenker du, at medianen vil repraesentere datasaettet korrekt? Begrund dit svar!

c¢) Ditresultat af testen er 58. Hvilken maling vil du bruge til sammenligning, nar
du vil rapportere resultatet til dine forzeldre?

Svar: a) Typetallet = 59, Median = 71, Middeltallet = 72.3, b) Medianen vil vaere det
bedste, eftersom 32 point i testen ligner en outlier, c) Typetallet vil vaere det bedste
mdl for en elev, der gnsker at prasentere sit resultat fra testen som ikke afvigende
meget fra de andre i klassen.
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Du har fundet tre forskellige sommerferiemdl, og de eneste data du har om
stederne, er de centrale nggletal til beskrivelse af tendenserne i et observationsseaet
bestdende af de daglige temperaturer hen over 90 sommerdage malt i °C ved

middagstid:

A B C
Middeltal 32.5 32 33
Median 26 32 26
Typetal 20 31 26

a) Hvad fortzeller disse tal om klimaet pa de tre forskellige feriemal?

Svar: Klimaet pd feriemdl B er det mest stabile, da middeltal, median og typetal er stort
set ens. Feriemdl A har et klima, der varierer meget. Da middeltallet er noget stgrre end
medianen, betyder det, at der er meget varme dage. Og da typetallet ligger noget under
medianen, som jo angiver temperaturen pd halvdelen af dagene, sd md de varme dage
veere virkelig varme. Sd kan man ikke tdle for meget varme, vil det veere risikabelt at
tage til feriemdl A. Feriemdl C har temperaturer typisk omkring 26 grader og halvdelen
af dagene ligger pd 26 grader eller over. Med et middeltal pd 33 grader er de varmeste
dage ogsd godt varme, men risikoen for meget kplige dage risikerer man ikke i samme
grad som ved A.

Forslag til yderligere problemstillinger vedrgrende tendenser i et observationssaet

Det neeste skridt kunne vere at lave en lignende aktivitet som i scenariet men i en anden
kontekst:

e Givet karakterlister for en klasse (anonymiseret). Hvilke nggletal kunne bedre
opsummere deres karakterer?

o Fokus kunne rette sig mod forskellige repraesentationer af data som fx grafer,
boksplots og histogrammer og inkludere begrebet spredning fx ved at give grafer
med lgnninger i stedet for tabeller med rd data og give samme opgave som i dette
scenarie at skulle vaelge den virksomhed, man helst ville arbejde i.

e Man kunne ogsd bede eleverne finde pa situationer, hvor hverken middeltal, typetal
eller median kunne sige noget centralt om observationssattet.

Eksempler:

1. Du skal tage en beslutning om, hvordan du kommer i skole: med bus, med tog eller
pa cykel. Du har fundet nogle data omkring transporttiden afrundet til hele antal
minutter fra byens trafikselskab. Og minuttallene fra hjemmet til skolen er givet pa
baggrund af erfaringer.

Du er sa heldig, at bade busstationen og togstationen ligger teet pa bade dit hjem
og din skole. Observationssaettet bygger pa malinger gennem et skoledr. Du kan
ogsa indtenke andre variable stgrrelser.
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a) Treef en beslutning om din transportform og giv argumenter for dit valg.

Bus Tog Cykel
Middeltal | 20 12 19
Mandag Median 14 13 19
Typetal | 15 12 19
Middeltal | 19 18 19
Tirsdag Median 13 12 18
Typetal 14 13 18
Middeltal | 18 12 18
Onsdag Median 12 13 17
Typetal | 14 12 18
Middeltal | 19 14 18
Torsdag Median 12 12 18
Typetal 15 13 18
Middeltal | 24 19 20
Fredag Median 20 14 19
Typetal | 19 15 20

Eleverne kan drgfte situationerne ud fra deres egen synsvinkel. De kunne fx sige, at de
ville tage bussen undtagen om fredagen, eller at beslutningen vil afhaenge af arstiden. I
tilleeg til snakken kunne man forestille sig, at der er flere busafgange end togafgange. Til
gengeaeld har man aldrig ventetid med cyklen. Endelig kan de indtenke billetpriser.
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2. Histogrammet nedenfor viser et

antal elevers karakterer pad en

skala fra 1-5. 16
a) Hvilke af de tre ngglebegreber 1
til at beskrive et

observationssaet kan meget let
afleses pa figuren?

Number of students

b) Bestem alle tre nggletal og
forklar din metode.

c) Beskriv og kommenter L , N A 5
testresultatet ved at bruge Grade
nggletallene.

Begrundelse for og RME-perspektiver pa scenariet

I dette scenarie opstar ngglebegreberne til beskrivelse af tendenserne i et observationssaet ud
fra undersggelser og strukturering af lgndata. At leere fra og i en anvendelse ggr det muligt for
eleverne bedre at se, hvordan man bruger deres statistiske viden og feerdigheder. Dette
scenarie bidrager til evnen til at redeggre for statistiske resultater og at tolke dem kritisk.

| efterfglgende lektioner kan raekken af ngglebegreber udvides til varians og spredning, og man
kan kigge pa andre sammenhaenge. Ligeledes kan man inddrage grafiske repraesentationer som
boksplots og histogrammer.

Relevans og anvendelighed

At lzere hvordan og hvornar forskellige begreber og grafiske repraesentationer skal bruges er
specielt vigtigt inden for statistik, eftersom det bruges inden for mange forskellige fagomrader

(fx eksperimentel fysik, samfundsfag, kemi, psykologi og medicin). Hertil kommer, at eleverne
ogsa i deres dagligdag ofte stgder pa statistik fx i aviser, i nyheder pa tv og i forbindelse med
karaktergivning i skolen.

Undersggelsesfaerdigheder

Det undersggelsesbaserede element er inkluderet i alle faserne. Gennem arbejdet praesenteret i
dette scenarie vil eleverne eksperimentere systematisk og organisere data, treeffe beslutninger
pa baggrund af en analyse, samarbejde og kommunikere. I institutionaliseringen bgr
undersggelsesferdighederne ekspliciteres iser at kunne organisere, strukturere og
opsummere data.
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Potentiale til et forlgb
Scenariet kan indga i et forlgb om statistik og illustration af data.

Forudsatninger: eleverne forventes at kunne bruge Excel til elementeer databearbejdning som
at kunne sortere data, preesentere og udfgre beregninger. Ligeledes forventes den aritmetiske
middelveerdi dvs. middeltallet at veere kendt.

Introduktion: Problemstillingen kan introduceres ved at introducere en person, der lige har
feerdiggjort sit studie pa universitetet og nu sgger efter et job. Hun leeser jobannoncer i avisen
og finder tre virksomheder interessante. Hun sgger efter information om lgnnen pa de tre
virksomheder og sammenligner lgnniveauet. Hvilken virksomhed bgr hun vaelge og hvorfor?

RME-perspektiv

Horisontal matematisering: konteksten stgtter eleverne i at kunne beskrive det karakteristiske
ved observationssettene med deres eget sprog frem mod en matematisering af
problemstillingen. Ord, der er brugt, er fx ekstrem, reekkefglge, variationsbredde, mange stort set
ens, mange forskellige. Der opstdr ogsa et behov for at kunne afbilde data grafisk eller organisere
data i intervaller, idet store dataseet kan veere svere at overskue og analysere. Dette sprog og
disse repraesentationer hjelper eleverne med at traede ind i omradet statistik og forbinde det
med en realistisk situation.

Vertikal matematisering: den forventede variation i elevernes argumenter kan bruges i
valideringsfasen og institutionaliseringen til at udvikle de formelle ngglebegreber til
beskrivelse af tendenserne i et observationssaet, samt hvordan de bestemmes, og hvordan de
bruges. Et skridt videre kunne vere i retningen af at kigge pa sammenhaengen mellem
udseendet af graferne og ngglebegreberne, samt hvordan man effektivt kan bruge diverse
programmer i statistik.

Pa et metaniveau er det ogsd vigtigt at involvere eleverne i, hvordan statistik og en
opsummering af data bliver brugt i den virkelige verden til at traeffe beslutninger og lave
forudsigelser om diverse feenomener.
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BILAG - LONSTATISTIK

Bilaget er data til MERIA-modulet “Jobannonce”
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43
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1989
2052
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Introduktion til den afledede funktion

MERIA-modulet “Rutsjebanen”

Scenarie:

Tilsigtede viden | At give en forstdelse for konceptet for haeldningen pa en kurve som
haldningen for en tangentlinje i et givet punkt.

Bredere Matematisk modellering, bruge linezre funktioner og grafer. En
kompetencemadl | meningsfuld introduktion til matematisk analyse.

Ngdvendige Grafer og ligninger for linezere funktioner og nogle ikke-linezere.

matematiske

forudsaetninger

Tid 60-90 minutter (2 lektioner)

Niveau Alder 16-18 ar, klassetrin 1. eller 2.g (nar differentialregning skal
introduceres)

Materialer til Papir og blyant, computer med grafprogrammer som fx GeoGebra, Ti-

radighed Nspire eller lignende (det er strengt taget ikke ngdvendigt med computer,

men kan ggre oplevelsen stgrre).

Problemstilling:

Figur 1: Til venstre: Holmenkollen skihop i Oslo, Norge. Billedet er taget af Mathias Stang 1. februar 2007.
GFDL, CC Attribution 2.5. Til hgjre: en rutsjebane for bgrn.

Betragt billederne af et skihop samt en rutsjebane. Begge har en buet del nederst og/eller ved
toppen og en lige del i midten. Brug matematik til at designe en sddan form. Fokus skal veare
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pa bare en af de buede dele og den lige del i midten. Husk, det er ikke rart at have en ujaevn

tur.

Indfgr et passende koordinatsystem og find en forskrift for den ene buede del samt den lige

del af kurven.

Bemeerk: For en leengere lektion med mere modelleringsaktivitet udelades denne sidste
seetning fra opgavebeskrivelsen (se ogsd under punktet Variationsmuligheder baseret pd de

didaktiske variable)
Fase Larerens handlinger inkl. Elevers handlinger inkl.
instruktioner reaktioner
Devolution Leereren introducerer | Eleverne sidder i grupper a 2-3
(didaktisk) problemstillingen. personer.
5 minutter Leereren understreger, at eleverne | Eleverne bliver engagerede!
skal designe en glat kurve, sa man
far en rar tur pa banen.
Endelig sikrer laereren sig, at
eleverne har forstdet, at de blot
skal fokusere pa den ene af
enderne mht. den buede del samt
den linezere del i midten.
Handling Leereren registrerer elevernes | Eleverne laver en skitse og
(adidaktisk) ideer, strategier og opdagelser. indfgrer et passende
koordinatsystem.

20 minutter

Hvis eleverne ikke indser, at de to
dele skal forbindes jeaevnt, skal
leereren tage fat i dette.

Hvis der er absolut ingen ideer til
en funktion, der kan forme den
kurvede del efter 10 minutter,
skal lave en Kkort
afbrydelse didaktisk
sekvens, skal
mindes om grafernes udseende

fx) =x?

leereren
for en
hvor eleverne

for funktionerne
og/eller f(x) = cos(x).

Elevernes tilgang kan normalt
falde inden for en af fglgende
kategorier:

1. “Greenselinje”
De tegner frit en linje og flytter
den (forskydning og rotation),
indtil det ser ud som om, der
kun er ét skeeringspunkt i
fokusomradet.

2. “Sekantlinje”
De vealger et punkt pa kurven,
som skal veere det tilsigtede
rgringspunkt for tangenten.
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Hvis eleverne kommer med
cirkellgsningen (se beskrivelsen i
kolonnen til hgjre), sa er et
opfelgende spgrgsmal:

"Hvad sker der, hvis du andrer
vinklen eller punktet, hvor cirklen
og linjen mgdes? Hvordan vil
linjens ligning sd sendre sig?”
Efter dette skal leereren bede
eleverne fokusere pa lgsninger,
hvor cirklen ikke anvendes som
en del af kurven.

Derpd veelges et andet punkt
pa kurven, og der tegnes en ret
linje gennem de to punkter.
Det andet punkt rykkes
neermere det fgrste for at opna
en mere glat kurve.

3. “Lineaer approksimation”

Eleverne velger et punkt pa
kurven, tegner en linje og
prgver herpda at justere
heeldningen, sd den bedst
passer til kurven.

Nogle vil maske velge en cirkel
som kurve samt det faktum, at en
tangent star vinkelret pa radius. Vi
kalder = denne Igsning for
cirkellgsningen.

[ afsnittet Mulige veje for eleverne
til at opna den tilsigtede viden kan
du se mere udfgrlige detaljer
omkring disse tilgange.

Formulering
(adidaktisk)

15 minutter

Laereren beder eleverne
formulere deres resultater. Mens
eleverne arbejder med deres
praesentation, udveelger leereren
grupper med forskellige tilgange
til lgsningen og raekkefglgen til

praesentationerne.

Eleverne formulerer deres
resultater i gruppen. I nogle
grupper praesenterer en elev

deres bud pa en kurve.

Validering
(didaktisk)

10 minutter

Laereren stiller spgrgsmalene:
"Hvordan ved vi, at vi har en god
lgsning?”

0g

“Er der en bedste Igsning?”

Hvis eleverne kun har brugt visuel
validering, kan laereren foresla en

Eleverne forklarer, hvorfor nogle
lgsninger er gode, og hvorfor
nogle lgsninger er bedre end
andre.

o Visuel validering: nogle
grupper vil stole pa deres
visuelle evaluering af designet.
Hvis det ser godt ud, sd er det

fordi, det er godt. De vil maske

61




algebraisk eller en numerisk
lgsning til validering.

endda styrke argumentet ved
at zoome ind og bekreefte
deres tese.

e Algebraisk validering: eleverne
kan beregne skaringspunktet
mellem den retlinede del og
den "blgde” del algebraisk og
maske se, at det lokalt er
entydigt.

e Numerisk validering: eleverne
kan beregne i—i for to punkter

pa kurven og undersgge, om
det tilneermet svarer til
heaeldningen for deres linje.

Hvis eleverne har arbejdet med
cirkellgsningen ~ og  beregnet
tangentens ligning, sd skal de
tjekke, at de har en tangent og
forklare (geometrisk
og/eller et algebraisk bevis).

hvorfor

Institutionalisering
(didaktisk)

10 minutter

Laereren drgfter begrebet
tangentlinje sdledes, at det fglger
op pa det, eleverne kom frem til.

Leereren kan fremhave et eller

flere af fglgende betragtninger pa

heldningen for en kurve i et

punkt:

a) Den bedste approksimation
lokalt fglger
validering.

en visuel

b) En lokal entydig grenselinje
og et skeringspunkt fglger
en algebraisk validering.

c¢) Klassisk definition ved brug

af sekanter og
grenseverdien for
differenskvotienten  fglger

en numerisk validering.

Nogle elever vil maske sige noget
om haldningen. Nogle vil maske
bruge ordet "tangent” eller bruge
veerktgjet i deres CAS-veerktg;j.

Eleverne lytter og  bliver
interesseret i at kunne beregne
den bedste lgsning pa

problemstillingen for vilkarlige
former og kurver.
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Hvis der er dukket en cirkellgsning .
op, sa drgftes tangenten for en
cirkel og tangenten for andre
kurver.

Laereren minder om, at den bedste
lgsning for cirklen er tangenten,
og at eleverne faktisk har
tilneermet tangenten til de andre
kurver.

Mulige veje for eleverne til at opna den tilsigtede viden
Der er forskellige muligheder for, hvad eleverne ggr. For eksempel:
1. Greenselinje-tilgangen: s

Eleverne valger for eksempel y = x?

En algebraisk validering: Herfra betragtes familien af

linjer pa formen

y=x+b. B i }//1/ 2 3

Grzenselinjen findes ved at Igse ligningen dvs. her en 2. gradsligning:

x> =x+b.

Denne ligning har en entydig lgsning, hvis diskriminanten er nul:

1+4b=0.
Dette giver en glat bane forb = — i.
2. “Sekantlinje”-tilgangen: Eleverne veelger et

"fixpunkt” A pa kurven, hvor tangenten skal
placeres. Herpad vealger de et andet punkt B pa
kurven og tegner en ret linje gennem de to punkter.
Herpa lader de punktet B neerme sig A for at fa en
mere glat overgang. Jo tettere punktet B ligger pa
A, jo bedre bliver approksimationen.

Denne tilgang fungerer bedst pa computer.
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3. "Linear approksimation”-tilgangen:

For eksempel kunne eleverne velge at arbejde med y = x? 4
og punktet (1,1), hvor kurven ender og linjen med ligningen

y = ax + b begynder. :
De geetter maske pa a > 1, og afprgver forskellige veerdier ,

for a (hvor a = 2 er den korrekte veerdi).

At prgve betyder her at afprgve ved at tegne pa papir eller —; 1,
lave grafer pa computeren.

o

V//RRERE

Ved at beskrive linjen ud fra ligningen y = ax + b, kan de udlede, at a + b = 1. Sa for hver
hzeldning a kan de beregne b.

Nogle vil maske lave en tilnazermet veerdi for a ved at bruge to punkter pa den tegnede linje samt

A
formlen a = =
Ax

Numerisk eksempel: eleverne nar maske frem til

Ay 06 _
Ax 03

a= 2.
Fraa + b = 1fglger b = —1.

Validering ggres formodentlig visuelt, men kan ggres numerisk, og her formodentlig pa
opfordring fra leereren, fordi metoden er meget tilsvarende.

Veelg to punkter pa parablen og beregn i—i; for eksempel

punkterne (1,1) og (1.1,1.21). Herfra fis i—z =22 = 2.1. Rimelig
teet pal iR
Ay
Eleverne kan ogsa validere ved at bestemme skeringspunktet
mellem linjen og parablen (algebraisk validering). Hvis eleverne
er fortrolige med 2. gradsligninger og diskriminanten, kan de
Ax

fortseette ved at Igse fglgende ligningssystem:

08
y= x? ogy=ax+1-—aq, 0. 1 12 14 16

og na frem til
x*—ax+a—-1=0.
Ligningen vil have preecis én lgsning, hvis diskriminanten er nul:

a’—4(a—-1)=0 = a=2.
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4. Cirkellgsningen:
Eleverne vealger en cirkel.

Hvis eleverne har valgt en cirkel, veelger de maske

x?+y? =1 og punktet (g,g), som svarer til vinklen i

LA

S
radianer. Hvis de ved, at radius i cirklen star vinkelret pa
tangenten, sa kan de bestemme tangentens hzldning til at veere

a = —1, og herfra bestemme tangentens ligning. =~ = et

Hvis leereren beder dem om at veelge et andet punkt (x,y), sa ™~

kunne hzldningen a for tangentlinjen bestemmes ud fra Sk
hzeldningen pa radius-linjen gennem punktet (x, y), som vil vaere m

y

X

Derfor vil tangenthzeldningen veere a = —g = — ﬁ (generelt).

Eleverne vil nok ikke arbejde pa det generelle plan, men ggre det
for konkrete punkter.

Hvis eleverne kender til vektorer, vil disse betragtninger blive noget simplere.

5. Med computer (GeoGebra eller lignende):

Hvis eleverne bruger GeoGebra eller lignende, vil de kunne benytte lignende skridt og
reesonnementer, savel som undlade. Forskellen er, at matematikprogrammerne beregner
ligningerne for linjen hurtigere og tegner en preecis repreesentation af den valgte kurve. Med
computeren kan eleverne afprgve flere forskellige muligheder pa mindre tid og kan derfor
bemeerke detaljer, som ikke ville vaere muligt med papir og blyant. For eksempel:

e Nogle vil maske kende til eller finde veerktgjet, der kan tegne tangentlinjer.

e De ville maske fa tegnet en vilkarlig "god” linje gennem et punkt A pa kurven og et
andet punkt B. Derpd kan der zoomes ind for at tjekke, om det ser fint ud. De kan
flytte punktet B for at opna en bedre overgang. Ved at eksperimentere kan de na
frem til, hvad de finder, er det bedste punkt og herfra afleese linjens ligning vha.
vaerktgjer i matematikprogrammet.

o Nogle elever vil maske begynde at zoome ind pa et punkt indtil grafen for kurven
ser ud til at veere en ret linje. De kan nu vealge to punkter pa kurven og beregne
ligningen for den rette linje igennem punkterne (eller tegne hvad der sa ville vere
en approksimation til en tangentlinje og aflase ligningen vha. programvarktgjer).
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e Eleverne vil prgve at undersgge, om deres linje har o

skaeringspunkter med kurven (her far det i
betydning, om de har tegnet en halvlinje eller en
linje). Nogle vil maske endda lade programmet
bestemme og aflese skeeringspunktet mellem
kurven og linjen.

De kunne bemearke, at nar de andrer linjens haldning ud 3
fra et fast punkt pa kurven, sd @ndrer de ogsda andre 2
skeringspunkter med kurven. Fordi de straks ser

resultatet, kunne de komme til den hypotese, at den ~ -3 2 —tof/ 1 2 3 4 5 &
-1

bedste lgsning er, ndr punkterne A og D falder sammen.

Forklaringer til materialerne

Ideen med at designe en genkendelig form skulle gerne ggre eleverne interesserede i
problemstillingen i devolutionsfasen og introducere en virkelighedsnzaer kontekst, hvor en glat
kurve ud fra en intuitiv forstdelse er vigtig. Hvis nogle elever ikke finder det besnzerende med
former som skihop eller rutsjebaner for bgrn, sa kan man som laerer fortzelle, at de samme
principper ggr sig geldende, ndr man fx konstruerer togskinner eller rutsjebaner i
forlystelsesparker (fokus er at forbinde en buet del med noget retlinet). Dette kan dermed ogsa
vise eleverne, at problemstillingen er realistisk.

Bortset fra maske en computer, sa kraever dette scenarie ikke szerlige materialer.
Variationsmuligheder baseret pad de didaktiske variable
Nogle af de endringer, der kan laves i dette scenarie uden at a&endre pa malene, er:

Det didaktiske miljg: billederne kan valges anderledes, men som udgangspunkt skal de tydeligt
indeholde en buet og en retlinet del. Det foretraekkes, at objektet, der skal designes, bestar af
en buet og en retlinet del og skal vaere sa genkendeligt for eleverne som muligt.

I nogle tilfeelde vil elever allerede efter fa minutter i den fgrste handlingsfase sidde fast eller
ikke lave et arbejde, der involverer matematiske metoder. Som lzerer kan man forstyrre
arbejdet ved fx at tilfgje et lille "mellemspil” i handlingsfasen for at diskutere elevernes fgrste
resultater og udfordringer med fokus p3, hvad en smidig pasform kan betyde.

Hvis laereren valger at udelade frasen ” Indfgr et passende koordinatsystem og find en forskrift
for den ene buede del samt den lige del af kurven” fra problemstillingen, sa kan et mellemspil
tilfgjes for at drgfte ngdvendigheden af at indfgre et koordinatsystem for at kunne
matematisere problemstillingen. Ved udgangen af dette mellemspil bgr eleverne have forstaet,
at de har behov for at arbejde i et koordinatsystem og med konkrete funktioner og deres
forskrifter for den buede og retlinede del. Inden arbejdet fortsaetter, tjekker laereren, hvorvidt
eleverne har en ide om, hvad en god og en mindre god tilpasning med en linje betyder
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geometrisk (lgsningerne kraever ikke bare en kontinuert men ogsd en glat kurve). Efter
mellemspillet fortsaetter eleverne med handlingsfasen, som beskrevet i scenariet.

Hvilken platform eleverne arbejder pd, bgr veere valgfrit dvs. om det er pa en tablet, telefonen
eller computeren, og hvilket program de anvender bgr heller ikke veere sa altafggrende. Man
kan naevne mulighederne og sa lade det veere op til den enkelte elev.

Laengden af faserne kan tilpasses elevernes arbejde, men bgr ikke sendres radikalt.

[ handlingsfasen bgr eleverne overlades til selv at finde en forskrift for den buede del. Kun hvis
nogle grupper eller hele klassen ikke har nogen ide om, hvordan de kommer videre efter 10

minutter, kan laereren minde om nogle forskellige muligheder som fx cos x, i eller x? (men ikke

naevne cirklen). Nar eleverne har valgt en funktion til den buede del, kan handlingsfasen
fortseette.

Hvis kun nogle fa elever star med en cirkellgsning, sa kan laereren stille nogle opfglgende
spgrgsmal som forklaret i scenariet bare til de elever, der har arbejdet med denne tilgang for at
undgd at afbryde tankeraekken hos andre elever. Hvis ingen elever kommer med
cirkellgsningen, sa kan den naevnes under valideringsfasen eller institutionaliseringsfasen, men
ikke fgr.

Observationer fra klasserummet
Nogle generelle observationer:

e Generelt er der taget godt imod dette scenarie af lzerere og elever.

e Til tider var eleverne sa fokuseret pd formen af den buede del af kurven, sa de
skulle mindes om, at designet ogsa havde en retlinet del, som skulle inkluderes og
fa sat de to dele sammen til en glat kurve.

e Nogle elever bekymrede sig om nogle praktiske forhold omkring banen, som ikke
vedrgrte banens glatte form, sa lereren bgr virkelig sikre, at eleverne har en ide
om, hvad en god og en darlig linje vil veere geometrisk.

e Nogle lerere og elever brugte computer fx GeoGebra. De grupper, der brugte
computer, udforskede flere ideer. Nogle elever begyndte pa papir og tjekkede med
computeren bagefter. Nogle gjorde det omvendt.

o | testforlgbene af scenariet havde nogle elever allerede leert om den afledede
funktion, og de fleste af dem indsa, at de skulle bruge tangenten til lgsningen.

e Nogle elever havde en diskussion om, hvad de skulle variere: parablen, linjens
haldningskoefficient eller linjens skaeringspunkt.

e Nogle indsa ikke, at de kunne introducere en parameter fx a eller b i udtrykket

y =ax + b, eller a,b eller ¢ i udtrykket y = ax? + bx + ¢, eller endda en parameter
for Ax.
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Elevernes forskellige tilgange til at designe haenger sammen med deres forskellige forstdelser
for, hvad en tangentlinje er.

1. “Greenselinje”-tilgangen: De tegner frit en linje og flytter den (forskydning og rotation),
indtil det ser ud som om, der kun er ét skaeringspunkt i fokusomradet.

2. "Sekantlinje”-tilgangen: De vaelger et punkt pa kurven, som skal vaere det tilsigtede
rgringspunkt for tangenten. Derpa vealges et andet punkt pd kurven, og der tegnes
en ret linje gennem de to punkter. Det andet punkt rykkes naermere det fgrste for
at opna en mere glat kurve.

3. “Linezr approksimation”: Eleverne veelger et punkt pa kurven, tegner en linje og prgver
herpa at justere haldningen, sa den bedst passer til kurven.

Nogle bruger en cirkel som kurve og det faktum, at radiuslinjen star vinkelret pa tangenten.

Denne tilgang er benaevnt cirkellgsningen i det foregdende.

Resultaat:

Invoerfunctie(s)
Resultaat:

" Invoerfunctie(s) ‘Invoerfunctie(s) 4
Resultaat: Resultaat:
Invoerfunctie(s) Invoerfunctie(s)

Resultaat:

Eleverne varierer
parametrene for parablen og
linjen.

De nar frem til en god lgsning.
Det ser ud til, at de fokuserer
pa skeeringspunktet og
evaluerer visuelt.
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@ h(x) = 0.2 (x—10)° +4,  (6.05<x <12)

® p(x) = —15x+16.17, (0< x < 6.05) \ Denne gruppe varierer b i .
Line A
E15x+y=1617 . - — .
om0 . ligningen y = ax + b og finder
: en tilneermet lgsning.
~ ~

s Her vises en lgsning pa en
graflommeregner.

A Denne gruppe brugte

(/vh ceslg) = Yelo, =77
f_c}o’llah-wu,; (T sekantlinjer (Se (2) ovenfor):
, XEC,
AW JJ De laver en linje gennem to
Yot F % neerliggende punkter pd den

CE Y
e et =0 2812
: Gm L a buede del af kurven som en
3;&)&»( . .
approksimation  for  den
'Ezk‘ ?{\‘-{
e il

. retlinede del. De bruger
o 5236t =k . [T . .
i, zvf_,_J_L“r(, numeriske metoder til at

# 1 '-‘E-t&ﬂ- mnxz-‘z’;.": bestemme en ligning for linjen.
. | De skriver, at de velger et
v! ‘ \S & t(’r .
P Hana c"% punkt, hvor cosinus ender
T TR e (x = 51/4) og dernaest
i ammE e | veaelger et punkt en lille smule
ved siden af
el S _ 99
(x =155 5m/4).

Prife skoka moramo postici nekakav zalet, a to cemo napraviti tako da wmemo

Skakaonica Pl ol
Zatim za rawni dio Lzmemo pravac i on mora bii "kao neka tangenta” utodki gdje
kosinusoida prestaje
zadnju totku kesinusoide (u ovom sluéaju x, = 5Ti/4) | Lzmemo drugu
todku koja je jako biizu te prve tocke (x; = Sri/4 * 99/100)
Zatim mozemo izratunali nghove y koordinate pomocu funkcije kosinus i

= kalkulatora
x) = cos{x
90 (x) Tada imamo koordinate dva to¢aka | ratunamo parametre k™ 1 T u funkcip

hix) = 0,692987-x - 3,42843 pravea y = ke + |
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€ The Grometers Sketchpnd - [iobogan geometrjt kos dje bke ok - 1] o

© Fle Edn Display Comtruct Tumpform Maesure Number Graph Window Help o x

& a 1 )
v fx)= .‘!c:os(z3

F: (146, 241)
G: (4,40, -1,01)

Ala toboghn najvise nit je podsjecad dio sinus
funkeije na mjestima gdje funkeija pada, no
odluéili smo se za kosinus funkeiju jer ona
ima "brijeg" na y osi ito nam je onda bolje
izgledalo za tobogan. Poveéali smo amplitudu
da imamo malo dubi spust | Emijenili smo
period da imamo manju strminu spusta.
Nakon toga konstruirali smo tangentu na
funkeiju i dobili smo ravai dio na kosinus
funkeiji, no problem nam je bio to $to nismo
znali kako uklopiti pravac u funkeiju tj. kako
izbrisati dio funkeije koji nam je vidak i onda
nastaviti funkeiju na pravac tako da spustanje
ne bude nengodno.

€ The Gromaeters Stetchpad - [tobogen geometrjt kos dje bke oz - 1] o x

© Fie Edn Display Comtruct Tumsform Masure Number Graph Window Help - ex

x

1
. ﬁxb=3c:os(2.3 X

Fi(1,46,2,41)
G: (1,46, 2,41)

(©)
7

Ala toboghn najvise ndd je podsjecad dio sinus
funkeije na mjestima gdje funkeija pad:
odlucili smo se za kosinus funks
ima y
izgledalo za tobogan. Poveéali smo amplitudu
da imamo malo dubi spust § zmijenli su
period da imamo manju strminu spusta.
Nakon toga konstruirali smo tangentu na
funkeiju i dobili smo ravai dio na kosinus
funkeiji, no problem nam je bio to ito nismo

N >

v

!
znali kako uklopiti pravac u funkeiju tj. kako
brisati dio funkeije koji nam je vidak i onda
= nNaviti funkeiju na pravac tako da spustanje
neb

1 The GrometasStatchead - 1obogen Geometis Rt e bk ocke - 7] o %
0 Fle BB Dupley Comtat Tanslm Mawure Mumber Groph Window Hlp _ex
N 1 ] i

. = 3-cos
fix) = e 23 o
* | P24

O G (1,46, 2,42)

. Jiy=-07T¢+ 354
Ay B . "

@

L

Gruppen her har ogsda brugt
sekantlinjer og afleeste
ligningen pa skaermen.
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| . - ‘ | Eleverne i denne gruppe
A ' lavede cirkellgsningen. .

- |
T i T

o[l B HEEEE De vidste, at tangenten star
——T1 - foordle G vinkelret pd radius (sa
feet e -\@-X+x | yai»\xaﬁz . . .
N ‘ valideringen er geometrisk: de
I k { 1
i [ ¢f+»,,),e/ (Gewel. bruger en seetning fra
% U .
e plangeometrien).
NiNRRE 2w Men de havde problemer med
— T e
Lt -\l \? T at f4 cirklen og linjen til at
L é{ﬁ I \rgfj!z/“ REE mgdes ved en flytning af linjen.
f i = f i et 4
I ey o =S S N P ) ‘. 0 S | L ) S|
S st St ’Iﬁ s | | 3

luls c?e Gin | =xen -y w‘m\t andkere fromale

("47"’ Y\ I Y ’w/’,— ‘

Ogsd her wvar der en
cirkellgsning. ~ De  kendte

V2 y2 ;
2'2) pa

enhedscirklen og
konstruerede en linje med
haeldningen -1 gennem
punktet.

punktet (

Denne gruppe tegnede grafen

I [ H for parablen
':T\‘: - y = x2. Derpé prgvede de at f3
7”“‘-_* . | en tangent passet til i et punkt

pa en made, som minder om

. s e tilgangen ‘Linezer

A approksimation”. De bestemte
'\ haeldningen for linjen ved at
Ui ‘ % male Ax og Ay og udregnede
- S kvotienten. Valideringen er
> 2 | 3 e visuel.
- o A
=— 875 A T D
3,86 - L = 7
y=2.dsk-§7 + X' :
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En gruppe elever brugte
diskriminanten til at beslutte, .

hvorvidt der var et
skeeringspunkt mellem deres
kandidat til tangentlinje og
parablen.

De valgte en konkret parabel
med ligningen
y=025(x—6)2+2 og
toppunktet  (6,2). Herfra
prgvede de at bestemme
parameteren b i linjen
y=—-—x+b ved at bruge
diskriminanten.

Evalueringsverktgjer
For en hurtig test, af hvilken viden eleverne har opndet, kan leereren stille fglgende spgrgsmal:

1. Lereren tegner en vilkarlig kurve og en linje, som tydeligvis ikke er en tangent. Der
spgrges hvorvidt eleverne taenker denne form er passende for en togskinne.
Eleverne skal forklare hvorfor ikke.

2. Konstruer en ligning for tangenten til enhedscirklen i punktet G?)

3. Find en tilneermet haeldning for parablen y = x? i punktet (2,4).
Forslag til yderligere problemstillinger vedrgrende den afledede funktion

1. Begrebet granselinje og forskellen pa denne og en tangent.

2. Euklids tangentbegreb: en linje sdledes at ingen anden ret linje kunne klemmes ind
mellem linjen og kurven.

Efter at have leert om granseveardien for en differenskvotient som varende den afledede
funktion kunne eleverne beregne formlen for den afledede funktion for f(x) = x? som
verende f'(x) = 2x. Klassen kan drgfte hvad dette betyder for tangentlinjerne hgrende til
denne funktion.
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Begrundelser for og RME-perspektiver pa scenariet

Relevans og anvendelighed

Virkeligheden: problemstillingen er relateret til en hverdagserfaring hos eleverne. Objekterne,
de skal designe, er velkendte for dem, og de ved hvad forskellene i formerne vil resultere i.
Opgaven udnytter deres forudgdende viden om, hvad det betyder for noget at veere glat nemlig
deres legemlige erfaring med at glide ned af en rutsjebane.

Arbejdslivet: eleverne laerer at designe og matematisere former de ser i den virkelige verden.
De lzerer at forbinde objektet de ser med en matematisk repreesentation. De simplificerer
formen fra et 3-dimensionelt objekt til en kurve i 2 dimensioner. Disse feerdigheder er vigtige
inden for design (for eksempel inden for arkitektur) og modellering i en professionel kontekst.

Videregdende studier: scenariet er en introduktion til afledede funktioner og matematisk
analyse.

Undersggelsesfaerdigheder

[ dette scenarie leerer eleverne at simplificere en problemstilling og anvende matematik til at
beskrive den del, der er fokus pa. De laver hypoteser og tester dem samt genererer eksempler
og sammenligner forskellige lIdsningsforslag. Endelig beslutter de hvilke lgsninger, der er bedst,
og herunder argumenterer for den bedste lgsning og kommunikerer dette til andre. Endelig kan
de ekstrapolere og generalisere deres resultater.

Potentiale til et forlgb

Scenariet kan indgd i et leengere forlgb om afledede funktioner. De matematiske
forudseetninger for eleverne er at kunne afbilde funktioner, de linezere funktioner og rette linjer
og eksempler pa ikke-lineaere funktioner.

Leengere fremme i forlgbet kan problemstillingen med den glatte kurve behandles med mere
formelle metoder som fx greenseveerdier og afledede funktioner.

Hvis der indfgres implicit differentiation, kan forbindelsen til cirkellgsningen etableres. Anvend
implicit differentiation pa cirkellgsningen og sammenlign det med den intuitive geometriske
lgsning for scenariet og resultatet opnaet ved direkte differentiation. P4 denne mdde bliver
viden valideret ved at sammenligne forskellige resultater produceret af eleverne.

RME-perspektiv

Horisontal matematisering: problemstillingen indgar i en rig kontekst dvs. er genkendelig fra
elevens hverdag. Alle ved hvad der menes med en blgd kurve. Eleverne inviteres til at bruge et
matematisk sprog for at modellere situationen: koordinatsystem, fortolke 3-dimensionelle
former for banen til en 2-dimensionel kurve samt at repraesentere kurven med ligninger.

vertikal matematisering: 1 nogle tilfeelde vil eleverne udvikle deres ideer ved at introducere
parametre og drgfte, hvad de vil parametrisere. Nogle anvender andre matematiske metoder:
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algebra (diskriminanten) eller differenskvotienter (haeldningskoefficienten for en ret linje).
Herfra er der et stort potentiale for videre matematisering. Hvis eleverne har brugt .
sekantlinjemetoden, sd er der en naturlig overgang til introduktionen af hzaldningen for en

kurve som graenseveerdien for en differenskvotient. Hvis de bruger algebraiske metoder og er
fokuseret pa beregning af skeeringspunkter, sa giver det anledning til at drgfte, hvorfor der

skulle veere et skaeringspunkt (lokalt), og maske betragte multipliciteten af skeeringspunktet

som et fgrste skridt til beregning af haeldningen for en kurve. Hvis eleverne brugte "zoom” som
valideringsmetode, sa er der en naturlig forbindelse til en lokal approksimation til haeldningen

for en kurve.

Nar man giver mulighed for, at eleverne arbejder mere uformelt, kan lgsningerne vaere meget
forskellige. Leereren er her ngdt til at finde broer fra en tilgang til en anden som et middel til at
bevage sig mod en fzlles institutionalisering. Institutionaliseringen bgr bygges pa de ideer,
som eleverne har faet frem. For eksempel har nogle elever eksperimenteret med
problemstillingen i GeoGebra:

De har varieret punktet B. Leaereren bemeaerker, at
dette svarer til at variere skeeringspunktet D. Dette B
kan vere en bro mod en diskussion om
differenskvotienter og graenseveerdier (pa en
uformel made), og maske na frem til en definition
pa differentialkvotienten baseret pa dette. €
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