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Uvod

KnjiZica MERIA scenariji i moduli predstavlja jedan od glavnih rezultata projekta MERIA i
sastoji se od pet nastavnih scenarija s pripadaju¢im modulima. “Model” ili uzorak za
objavljen jo$ jedan primjer scenarija i modula. Dizajn ovih nastavnih materijala je nastao
na temelju teoretske osnove dane u MERIA prakticnom vodicu za istraZivacki usmjerenu
nastavu matematike.

Scenarij opisuje jednu didakticku situaciju, koju se moZe realizirati u jednom nastavnom
satuy, i epistemoloskih pretpostavki i rasudivanja u njegovoj pozadini. Takoder opisuje
ciljeve didaktic¢ke situacije u terminima nastavne cjeline i specificnog ciljanog znanja i
vjeStina, te pruZa jasnu strukturu za izvodenje nastavnog sata na temelju Teorije
didaktic¢kih situacija. Modul sadrzi - uz scenarij - pisani i digitalni materijali poput
zadataka i digitalnih radnih listi¢a, razvoj ideje pri izboru problema i metoda poucavanja
s daljnjom perspektivom danom Realisticnim matematickim obrazovanjem, te iskustva i
rezultate prikupljene tijekom testiranja scenarija, ukljuc¢ujuci potencijalne prednosti i
mane scenarije za ucenike sa specificnim predznanjem.

Upotreba scenarija moZe biti izazovan zadatak za nastavnika. Osnovne ideje u pozadini
ponekad nisu ocite, te nije jednostavno posti¢i ciljano znanje. Stoga, su u modulima
namjere autora scenarija eksplicitno opisane i ponudena je podrska nastavniku u obliku
varijacija koje se mogu ocekivati prilikom izvedbe. Potpuni moduli su objavljeni u ovoj

srv

pogodnija za koriStenje.

Svi scenariji imaju potencijal za koriStenje IKT u istrazivanju ucenika, ali problemi se
mogu rijesiti i bez tehnologije. Ovakve varijacije su takoder opisane u scenariju ili u
modulu. Svi dodatni materijali za ucenje i poucavanje objavljeni su na sluZbenoj
internetskoj stranici projekta MERIA.

Treba naglasiti da je potrebno vrijeme kako bi se u€enici navikli na istrazivacki usmjereno
ucenje, a nastavnici pronasli ravnotezu izmedu pretjeranih intervencija (koji uniStavaju
priliku za istrazivanje ucenika) i prepustanja ucenika s premalo resursa za smisleno
istraZivanje. MERIA tim je ¢vrsto uvjeren da je za nastavnika optimalno isprobati scenarije
tijekom ciklusa stru¢nog usavrSavanja u obliku MERIA radionica uz citanje MERIA
prakti¢nog vodica za [IUNM.

Od srpnja 2017. godine do prosinca 2018. godine, MERIA tim je razvio oko deset razlic¢itih
scenarija koji pokrivaju razli¢ite teme, a uklapaju se u kurikulume u sve Cetiri partnerske
drzave: Danska, Hrvatska, Nizozemska, Slovenija. U svakoj drZavi tri do Cetiri Skole su se
pridruZile projekte i u njima su testirani scenariji. Ovim putem zahvaljujemo naSim
partnerima u pridruZenim S$kola na njihovoj iznimnoj posvecenosti. Pridruzene $kole su:
e Iz Hrvatske: Gospodarska Skola Varazdin, Tehnicka Skola PoZega,
Elektrostrojarska skola Varazdin, XII. gimnazija Zagreb
e [z Danske: ZBC, Next Kgbenhavn, Roskilde Katedralskole



e Iz Nizozemske: Comenius College Hilversium, Hermann Wesseling College,
Stedelijk Gymnasium Utrecht

e Iz Slovenije: Ekonomska Sola Novo mesto, Gimnazija Jesenice, Gimnazija Franca
MikloSi¢a Ljutomer

Proces testiranja scenarija vodio je do viSestrukih revizija i polucio vrlo zanimljive
informacije na temelju kojih su scenariji unaprijedeni. Bilo je potrebno izdvojiti pet
modula za ovu knjiZicu, kao najrelevantnije (za sve drZave!) i najuspjeSnije proizvode
projekta. Nastavnici iz pridruZenih Skola su prvo stekli uvid u teoretske okvire kroz
interaktivne radionice koje su izvodili €lanovi projektnog tima. Na taj nacin nastavnici su
se pripremili za rad prema scenarijima. Izvodenje svakog scenarija u razredu promatrao
je ¢lan projektnog tima ili drugi nastavnik iz iste Skole. Nakon izvedbe nastavnici su se
osvrnuli na provedeni sat odgovarajuci na upitnik, te usmenim izvjeStavanjem ¢lanovima
projektnog tima na sljede¢em sastanku. Ucenicki radovi su dokumentirani, te su ucenici
takoder ispunili kratki upitnik kroz koji su izvijestili u kojoj mjeri im je nastavni sat bio
izazovan i zanimljiv, te bi li se voljeli ponovno ukljuciti u slicne aktivnosti. ViSe informacija
o upitnicima, rezultatima i metodologiji je dostupno u knjiZici MERIA project impact
analysis.

Izbor pet scenarija, za koje su potpuni moduli objavljeni u ovoj knjiZici, je odreden prema
kriterijima donesenim na projektnom sastanku u Kopenhagenu u kolovozu 2018. godine.
To su istrazivacki i adidaktic¢ki potencijal scenarija, izvedivost scenarija iz perspektive
ucenika i nastavnika, primjernost teme u okvirima znacaja i primjene, u€enicke reakcije,
te raznovrsnost tema koje su zastupljene u srednjoskolskim kurikulumima u partnerskim
drzavama.

Prema tome, izbor MERIA scenarija pokriva sljede¢e teme: modeliranje jednostavnog
poslovnog problema koristeci po dijelovima linearne funkcije, modeliranje ovisnosti puta
kocenja o pocetnoj brzini Kkoriste¢i kvadratnu funkciju, rjeSavanje elementarnog
geometrijskog problema koristec¢i simetrale duZina, rasudivanje o razdiobama placama u
tri tvrtke koriste¢i aritmeticku sredinu, mod i medijan, te modeliranje zakrivljenog
objekta (tobogana ili skijaske skakaonice) kao glatke krivulje. NaSa namjera nije bila
pokriti Sto viSe tema (zajednickog) srednjoskolskog kurikuluma, ve¢ proizvesti istaknute
primjere koji podrZavaju nastavnike u ostvarivanju istraZivacki usmjerene nastave u
svojoj ucionici. Smatramo da su scenariji primjereni za razvoj matematickog modeliranja,
progresivne formalizacije, postavljanje hipoteza i dokazivanje, znanstveni pristup,
poticanje razumijevanja prije pamcenja, kriticko razmisljanje, samostalno istrazivanje i
primjenu matematike u problemima iz stvarnog svijeta.

Ovaj uvod zavrSavamo predstavljanjem svakog od pet scenarija pregledom glavnog
problema koji se postavlja u€enicima i ciljanog znanja scenarija.

U prvom scenariju od ucenika se trazi da analiziraju podatke o proizvodnji bicikala i
izgradnji tvornice na Cetiri razli¢ite lokacije, kako bi savjetovali tvrtke o optimalnoj
lokaciji, na temelju predvidene proizvodnje. Proizvodnja na svakoj lokaciji se moze
modelirati linearnom funkcijom i wucenici mogu razviti razliCite strategije za



usporedivanje lokacija. Ucenici koriste grafove i vrlo ¢esto tehnologiju, razmisljaju kriticki
i sazeto predstavljaju svoj zakljucke kako bi savjetovali tvrtke.

U drugom scenariju od ucenika se traZi da prouce ovisnost puta kocenja automobila o
brzini na pocetku kocenja. Ovisnost je kvadratna, S$to je nova vrsta funkcija za ucenika
(ocekuje se da predznanje ucenika ukljuCuje poznavanje linearnih funkcija). Stoga,
scenarij moZe posluZiti kao uvod u kvadratne funkcije, povecati numericke vjeStine i
rasudivanje, ali i izvodenje zakljucaka i osvrtanje na svakodnevne situacije s osje¢ajem
odgovornosti.

U trecem scenariju ucenici dobivaju kartu pustinje sa Sest bunara i od njih se trazi da kartu
podijele u podruéja ovisno o udaljenosti tocaka od bunara. Za uspjeSno rjeSavanje
problem (konstrukciju takozvanih Voronojevih dijagrama) potrebno je koristiti simetrale
duZzina. Ucenici mogu koristiti posebno dizajnirane aplikacije za istraZivanje problema, te
konstruirati slicne situacije koje ¢e ih voditi u daljnje istrazivanje o konciklicnim
skupovima tocaka.

Cetvrti scenarij stavlja naglasak na jednostavno statisti¢ko rasudivanje o skupu podataka.
Podaci predstavljaju place zaposlenika u nekoliko razli€itih tvrtki, a zadatak ucenika je
analizirati podatke i do¢i do zakljuc¢ka gdje bi se radije zaposlili. O¢ekuje se da ucenici
koriste mjere srednje vrijednosti, kao Sto su prosjek i medijan, iako, njihova analiza moze
lako dovesti do drugacijih pogleda na zadatak, na primjer koriste¢i graficke prikaze za
percentile itd.

U petom scenariju se radi o konstrukciji tobogana koji se sastoji od ravnog i zakrivljenog
dijela, glatko spojenih - pri ¢emu ,glatko“ ima preciznu matematicku definiciju. U¢enicima
se samo kaZe da trebaju konstruirati tobogan tako da spustanje bude ugodno. Dakle,
zadatak je analizirati na koje nacine se dva dijela mogu spojiti i otkriti da ravni dio treba
biti tangencijalan na zakrivljeni dio u tocki spajanja. Ucenici mogu Koristiti razlicite
krivulje za zakrivljeni dio i onda pomocu razliCitih strategija konstruirati tangentu. U
slucaju krivulja drugog reda problem se moZe rijeSiti elementarno, ali za ostale krivulje
problem vodi ucenike na ideju derivacije funkcije.



MERIA Modul “Tvornica bicikala”

Scenarij poucavanja

Ciljano znanje

Konstrukcija po dijelovima linearne funkcije koja je optimalno
rjeSenje problema zadanog pomocu linearnih uvjeta.

Siri ciljevi

Crtanje grafova (linearnih funkcija) na papiru i koristec¢i IKT.
Diskutirati skaliranje grafova duZz jedne koordinatne osi.
Produbiti razumijevanje linearne funkcije (koeficijent smjera a i
odrezak na osi ordinata b) koristeCi je za konstrukciju po
dijelovima linearne funkcije. Prouciti kontinuirane i diskretne
aspekte algebarske i graficke prezentacije podataka tijekom
procesa modeliranja.

[strazivacCke vjesStine: eksperimentiranje s brojevima prije crtanja
grafova, zanemarivanje nevaznih podataka i o€itih suboptimalnih
tvornica, interpretiranje rezultata dobivenih  procesom
modeliranja, preuzimanje odgovornosti za pisanje izvjestaja i
prezentaciju rezultata u obliku savjeta.

Interdisciplinarne vjeStine: ucenici mogu diskutirati o raznim
ekonomskim aspektima problema kao Sto je razlika izmedu
prihoda i dobiti. VjeStine komuniciranja u struc¢noj okolini su
naglaSene u pisanju izvjestaja.

Potrebno Ucenici znaju nacrtati graf linearne funkcije, poznat im je izraz

matematicko f(x) = ax + b te interpretacija koeficijenata a i b.

predznanje

Razred Dob 15-16 godina, 1. i 2. razred (moZe i ranije, ali s manjim
brojevima)

Vrijeme 50 min (80 min)

Potrebni materijal

Tablica s podacima o troSkovima

Lokacija | Troskoviizgradnje tvornice | TroSkovi proizvodnje jedng
u tom podrucju u € bicikla u tvornici u €
A 300 000 120
B 450 000 110
C 660 000 60
D 680 000 80

Papir na kvadratice ili milimetarski papir i/ili neka aplikacija (za
promjenu linearnih uvjeta) i/ili neko rac¢unalo sa softwareom za
crtanje, promjenu i dodavanje linearnih uvjeta, te za racunanje
presjeka pravaca. Skolska plo¢a ili pametna plo¢a.

Problem: Ti si konzultant koji savjetuje tvrtku gdje je najbolje
izgraditi tvornicu koja proizvodi bicikle (ili neke druge
proizvode). Tvoja se ekspertiza temelji na tablici u kojoj su
prikazani troSkovi na pojedinim lokacijama. Koja je tvoja

BUSINESS

PLAN

preporuka o lokaciji? ObrazloZi svoju preporuku gdje treba izgraditi tvornicul.

1 Problem je inspiriran Primjerom 2.10. iz knjige Primijenjena matematika podrZana racunalom, kojeg je
dizajnirao autor ovog scenarija u okviru projekta "STEM genijalci”.



Faze Postupci nastavnika, Postupci i reakcije ucenika
ukljucujudi i upute
Primopredaja | Nastavnik objaSnjava situaciju i | U¢enici slu$aju, shvacaju vaznost
(didakticki) tablicu, te postavlja problem: | problema, te Zele biti ukljuceni u
5 min ,Kako bi savjetovao tvrtku gdje je | rad na problemu. Mogu imati
najbolje izgraditi tvornicu? pitanja o tablici i problemu.
Treba$ raditi zajedno sa svojim | Nastavnik  treba  ucenicima
susjedom i kasnije pripremiti | eksplicitno dati priliku da postave
prezentaciju svog rjeSenja pred | takva pitanja, te osigurati da su
plocom.” svi razumjeli zadatak.
Djelovanje Nastavnik zapaZza i zapisuje | Grupe pocinju raditi pokuSavajuci
(adidakticki) razlicite nacine rjeSavanja | s razli¢itim strategijama ovisno o
15 (20) min problema, te uocava kakvo je | njihovom predznanju. Vidi dolje
predznanje ucenika. “Mogudi nacini za ucenike...”
Vazno je da nastavnik ne daje | Budu¢i da ucenici rade u
ucenicima smjernice za | grupama, adidakticka formulacija
rjeSavanje problema, te da grupe | ¢e se pojaviti.
rade samostalno. Jedino moZe
ponoviti zadatak, ako je to
potrebno.
Formulacija Nastavnik bira grupe (minimalno | Grupe prezentiraju rjeSenja po
(didakticki) 5) koje ¢e prezentirati razliCite | redu koji odredi nastavnik
10 (15) min strategije = na  plo¢i. Prije | (najprije jednostavna rjeSenja
prezentacije ploCu treba podijeliti | pomo¢u brojeva, nakon toga
na onoliko dijelova koliko grupa | rjeSenja pomocéu grafova i
ima. Predstavnici grupa trebaju | funkcija)
napisati svoje odgovore
istovremeno, prije usmenog
objasnjenja koriStene strategije.
RjeSenja ostaju na ploci dok grupe
usmeno prezentiraju svoja
rjeSenja, pocevsi od
jednostavnijih pristupa prema
sloZenijim.
U ovom trenutku se ne trazi
potvrdivanje.
Primopredaja | Komentiraj sa svojom grupom | Ucenici slusaju. Ponovno
(didakticki) slicnosti i razlike koje vidi§ u | provjerite da svi razumiju
1 min prezentiranim strategijama. | zadatak.
Kreni od slicnosti. Iskoristi to
kako bi poboljSao savjet =za

upravu tvornice. Prezentirat Ce$
to nakon 5 (10) minuta.




Djelovanje i

Nastavnik obilazi razred da vidi

Grupe uocavaju sli¢nosti i razlike ,

formulacija Sto su grupe primijetile, o ¢emu | pokuSavaju razumjeti druge
(adidakticki) raspravljaju i kako koriste ideje | strategije i pomocu njih poboljSati
5 (15) min drugih grupa. svoje rjeSenje.
Potvrdivanje Nastavnik poziva razliite grupe, | Razli¢iti  ucenici  formuliraju
(didakticki) da Cuje Sto viSe razlic¢itih | slicnosti i razlike strategija, te
10 (15) min zapaZanja i poboljSanih rjeSenja. | objasSnjavaju kako su popravili
Nastavnik nastoji da wucenici | svoja rjeSenja Kkoristeci rjesenja
identificiraju pogreske u | ostalih. Ucenici takoder mogu
prethodnim rjeSenjima. ukazati na nedostatke nekih
rjeSenja.
Institucionaliz | Nastavnik istice da ne postoji | Ucenici zapaZzaju razlicite
acija jedno toc¢no rjeSenje, ve¢ da ono | strategije rjeSenja, prepoznaju
(didakticki) ovisi o broju proizvedenih | svoju strategiju te je usporeduju s
5(10) min bicikala. Nastavnik prvo | drugim strategijama.

utemeljuje svoja objasSnjenja na
uCenickim rjeSenjima koja su
napisana na ploci, a nakon toga
uvodi oznake za funkcije
definirane po dijelovima,
Koristeci primjer:

120x+3-10°,x < a
[ = {60x +66-105x>a
gdje je a=6000.

Nakon toga zakljuCuje da tvrtku
moZemo savjetova da lokacije B i
D nisu nikad optimalne, dok su A i
C optimalne ovisno o tome je li
koli¢ina  proizvodnje  redom
manja ili veca od 6000 bicikala.
Funkcija optimalnih troSkova je
po dijelovima linearna funkcija
(definirana na pozitivnim cijelim
brojevima).

Ucenici piSu svoje biljeske.

Moguci nacini
da ucenici
ostvare
ciljano znanje

e Neki ucenici rade s brojevima kako bi vidjeli $to oni znace:
o Neki ucenici racunaju cijenu odredenog broja bicikala u
pojedinom podrucju. Oni mogu koristiti pokusSaje i pogreSke
kako bi pronasli brojeve za koje dva podrucja daju istu

cijenu.

o Ucenici mogu kreirati tablice za svaku lokaciju tako da
racunaju ukupne troskove za neki broj bicikala, usporeduju
ih i traZe najjeftinije rjeSenje za taj broj bicikala (to se moze
uciniti olovkom i papirom ili prora¢unskom tablicom).

o Promatrajuc¢i dvije lokacije, gledaju kako bi se pokrila

razlika

izmedu fiksnih

troskova razlikom izmedu
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varijabilnih troSkova (na primjer, koliko bicikala mora biti
proizvedeno prije nego je B bolji od A); potrebno je ukupno
Sest takvih usporedbi kako bi se dao potpuni odgovor.

e Neki ucenici imaju pristup pomoc¢u funkcija, te zapisuju Cetiri
jednadzbe, pri Cemu svaka funkcija predstavlja troskove
proizvodnje x bicikala:

f(x) =120x + 300 000,
g(x) = 110x + 450 000,
h(x) = 60x + 660 000,
k(x) = 80x + 680 000.

o Grafovi funkcija su nacrtani u jednom ili viSe koordinatnih
sustava, a iz grafickog prikaza ucenici zakljucuju gdje bi
trebalo izgraditi tvornicu.

o Ucenici koji koriste mreZni papir mogu procitati sjecista.

o Ucenici koji koriste IKT mogu odmah iscrtati sve linearne
funkcije, ali bi mogli imati problema sa skaliranjem
koordinatnih osi.

o Usvakom slucaju, tumacenje funkcija i optimiranje troskova
ne dolazi automatski iz navedenih pristupa, ve¢ zahtijeva
razmiSljanje o problemu. Do¢i ¢e do pogresaka, kao $to su
mijeSanje troSkovi proizvodnje s prodajnom cijenom ili
profitom itd.

o Na temelju jednadZbi, presjeci izmedu funkcija nalaze se
izjednacavanjem parova jednadzbi. Ucenici ¢e iskoristiti
graficki prikaz kako bi znali koji su parovi jednadzbi
relevantni. Ova strategija takoder zahtijeva tehnike
rjeSavanja jednadZzbi.

e Ucenici mogu donijeti razlicite zakljucke.

o Neovisno o tome rade li u€enici s brojevima (i tablicama)
ili funkcijama (i grafovima) neki ¢e shvatiti da ne postoji
jedno “najbolje podrucje”, ve¢ da savjet treba dati ovisi o
tome koliko se bicikala proizvodi. Zaklju¢ak moZe biti
viSe ili manje precizan, formuliran rije¢ima,
jednadZbama, grafovima itd.

o Neki ¢e ucenici dati brz i pogresan odgovor, npr. "A je
najbolja lokacija jer kad izracunamo trosak za izradu 1,
2, ..., 10 bicikala, uvijek dobivamo najniZe cijene tamo."

e Primjer grafova i jednadzbi koje ucenik moze dobiti (na
papiru ili koristec¢i neku tehnologiju) za odredivanje razliCitih
podrucja ovisnih o broju proizvedenih bicikala.




o= Plot[{300000 + 120 x, 450000 + 110X, 660000 + 60X},
{x, @, 18000}, PlotLegends » "Expressions"]

25%10°

e

20x105F

— 300000 +120x
450000+ 110 x
660000 + 60 x

15x 108

1.0x105F

500000

5000 10000 15000

- Solve[300000 + 120 x == y && 450000 + 110X = y, {X, y}]
- [{x 15000, y » 2100000} |

5= Solve[300000. + 120 x == y&& 660000 + 60 X ==y, {X, y}]

- [Ix>6000.,y->1.02x10°%})

Objasnjenje materijala

Pric¢a o savjetovanju tvrtke na temelju tablice s troSkovima, namijenjena je ukljucivanju
ucenika u fazi primopredaje. Tablica se moZe dati na papiru, na obi¢noj ili pametnoj plodi,
ili u PowerPoint prezentaciji, koja ¢e se preuzeti na racunalo, pametni telefon ili tablet.
UcCenici u nekim zemljama poznaju ideju modeliranja, dok je u drugim zemljama to jo$
uvijek novost. AKo je potrebno, uzmite viSe vremena za razjasSnjenje podataka iz tablice.
Ucenici mogu koristiti mobilne telefone, graficke kalkulatore, GeoGebru, Wolfram Alpha,
mreZni papir, ravnalo i/ili ICT opcenito, za crtanje, mijenjanje i dodavanje uvjeta, te za
pronalaZenje sjeciSta itd. Obicna ili pametna ploca ili plakati, potrebni su za prikaz svih
ucenickih prezentacija u isto vrijeme (trebaju ostati vidljivi do kraja sata), kao i dodatni
prostor za fazu institucionalizacije.

Varijacije temeljene na didaktickim varijablama

Fokus u didaktickim fazama trebao bi biti na uceni¢kim formulacijama (prvo), a zatim na
njihovom potvrdivanju. UCenike ne bi trebalo usmjeravati k rjeSenju u adidaktickim
fazama. U ovom dijelu raspravljamo o tome Sto bi se moglo promijeniti gore (didakticke
varijable).

Nastavnik bi trebao objasniti u¢enicima da je ovaj financijski model pojednostavljen i da
zanemarujemo mnoge ¢imbenike. Modeli obi¢no jesu pojednostavnjeni. U nasem izracunu
uzimamo:

a) troskove izgradnje tvornice u tom podrucdju (fiksni troskovi),

b) troskove proizvodnje jednog bicikla u tvornici (varijabilni troskovi).
Prema standardnim definicijama postoje i drugi moguci fiksni troSkovi, ¢ak i u situaciji
bez ikakve proizvodnje. Fiksni troSkovi mogu ukljuciti troskove grijanja i place
zaposlenika sa stalnim radnim mjestima i slicno. Mi sve te troSkove zanemarujemo u
naSem modelu. TroSkovi b) ukljuCeni su u varijabilne troskove ovisno o koliCini
proizvodnje, ukljuCujuéi sirovine, troSkove dijelova strojeva koje treba zamijeniti,
elektricne energije za rad strojeva, place zaposlenika koji nisu stalno zaposleni itd.
Problem se moZe generalizirati dodavanjem nekih drugih troSkova, ali ovaj problem sada
ima samo dvije vrste troskova.



IzvjesSce konzultanta trebalo bi se temeljiti samo na troskovima a) i b). MoZe se jasno reci
daizvjesSce treba biti utemeljeno samo na danim informacijama, dok vlastite pretpostavke
ili procjene ucenika mogu pruziti bogatiji skup rjeSenja. Sprjecavanje "pogreSnih
odgovora" nije primarna briga, jer u¢enici mogu iz njih uciti.

Treba naglasiti da Ce direktor tvrtke odluciti o lokaciji na temelju analize konzultanta. Nije
nuzno da konzultant (ucenik) zna planira li tvrtka proizvesti veliku koli¢inu bicikala ili ne,
ali ucenici ponekad spontano donose takve pretpostavke.

Po odluci direktora, tvornica ¢e biti izgradena samo na jednom mjestu, i tamo ¢e ostati.
Nema preseljenja tvornice.

Okolina (milieu): troSkovi (iznos i vrsta) mogu se izabrati drugacije, ali za pocetnike je
prednost da nemaju puno sjecista izmedu grafova minimalnih tro$kova. Ovdje postoji
samo jedno takvo sjeciSte za x = 6000. Ako postoji nekoliko sjecista, koja su vrlo blizu
jedan drugome, problem postaje viSe umjetan. Na primjer, nije dobro ako imate dva
presjeka x;=5000 i x,=5050. U tom slucaju zakljucak bi bio da ste odabrali lokaciju zbog
50 bicikala, Sto nije bas realno. Bolje je izbjeci takve situacije.

Za osnovnu Skolu mogu se uzeti manji brojevi, odnosno manji troskovi, pa i proizvode
onda treba prilagoditi tim niZim troskovima.

Dakle, proizvodi i drugi elementi problema mogli bi se mijenjati. Tvornice koje proizvode
viSe od jednog proizvoda, opisuju se s viSe varijabli, pa optimiranje njihovih troskova
dovodi do problema linearnog programiranja.

Tijekom faze potvrdivanja, vazno je da sve pogreSne strategije ili formule budu
ispravljene, pri tome bilo bi dobro da to ucine drugi ucenici. Nastavnik moze ukljuciti
ostatak razreda s pitanjima odredenim ucenicima kao $to su: MozZete li ponoviti ono Sto je
upravo receno? Je li to¢no? Zasto to mislis? Odakle to znate? Pitanja koja se postavljaju
ovise o preduvjetima i postignuc¢ima razreda.

Duljinu faza svakako treba prilagoditi ucenicima i njthovom tempu rada.

Tijekom prve faze djelovanja, u¢enicima se ne smije govoriti $to treba izraCunati ili Sto iz
matematike treba koristiti, na primjer ne smije se reci da koriste linearnu funkciju.

Ako je nastavnik u nedoumici ima li u€enik potrebno predznanje, nastavnik treba
postaviti pitanja kao Sto su: Kako moZemo usporediti troSkove? MoZemo li zanemariti
neku lokaciju? Zasto?

PredloZena pitanja trebala bi se postavljati samo skupinama ili pojedincima, ako se
procijeni da ve¢ina drugih ucenika posjeduje potrebna predznanja. Nastavnik ne bi smeo
objasSnjavati svakoj skupini odvojeno. Nadalje, nije potrebno ostati u grupi dok ne dodu
do odgovora na takvo pitanje. Smatrajte to malom primopredajom ogranicenog problema
i dopustite ucenicima da djeluju, formuliraju i potvrde. Ne podrzavajte ih daljnjim
potpitanjima niti im sugerirajte odgovor. Ako vecina razreda treba razmotriti ta pitanja,
fazu treba skratiti i dati takva mala pitanja svima. Takva potreba je obi¢no znak da je
pocetni problem bio preteZak ili nije bio jasno postavljen, Sto treba nastojati izbjeci.
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Intervencije tijekom druge faze djelovanja, formulacije i validacije:

Glavne ideje sli¢ne su gore navedenim. Ako je nekim grupama tesko zapoceti, nastavnik
moZe predloZiti da svoju potencijalnu strategiju usporede sa strategijom druge grupe. Ova
usporedba strategija trebala bi biti dobro odabrana matematicki. Ideja je da se na grupu
prenese problem, koji je neSto manje otvoren. Ako identifikacija slicnosti i razlika
strategija bude nejasna za ucenike, moze se odabrati i prenoSenje nesto specificnijeg
zadatka, kao Sto je: “identificirajte jedno od rjeSenja druge grupe koje moZete upotrijebiti
za poboljSanje vlastitog rjeSenja; zatim, identificirajte pogresku ili nedostatak u jednom
od rjeSenja i objasnite zasto tako mislite. "

Tijekom konacne institucionalizacije: vazno je da se vecina (ako ne i sve) strategije koje su
se pojavile u razredu rjeSavaju i povezuju jedne s drugima. Razmatranje svih mogucih
strategija pomaze nastavniku u kretanju i predvidanju procesa ispitivanja ucenika. Dok
poducavate, sjetite se da ste u interakciji s dinami¢nim sustavom - ucenicima treba
dopustiti da se prilagode okolini (milieu), tako da ne moZete ocekivati da svi daju isti
odgovor!

Proces istrazivanja u nastavi treba imati sve faze. Nadalje, Cesto nije dovoljno odrzati
samo jednu lekciju na ovakav istrazivacki nacin, ve¢ ucenicima treba viSe lekcija da se
naviknu na ovakav nacin rada. Ujedno je vazno naglasiti da moZemo uditi i iz alternativnih
ili cak pogresnih rjeSenja.

Neki nastavnici kreiraju shemu mogucih ucenickih strategija, koje se mogu pojaviti
tijekom adidaktickih faza. Ocekivane strategije mogu biti skicirane na papiru, te za svaku
strategiju nastavnik formulira npr. tri pitanja koja moZe postaviti tijekom ucenicke
prezentacije. Tijekom adidaktickih faza, nastavnik moZe uociti koje grupe raspravljaju o
razli¢itim strategijama, te ih Kkoristiti za uvodenje dodatne didakticke formulacije i
potvrdivanja.

Zapazanja iz prakse

Vazno zapaZanje iz scenarija je da su nastavnici pokusavali ne poducavati ucenike tijekom
svih faza scenarija. Ovo je lijepo poboljsanje kako bi se zadrZzao adidakticki potencijal
situacije. Ucenici su postavljali pitanja kako bi razjasnili problem. Neki su razmisljali o
profitu, a ne o troskovima. Neki ucenici na pocetku su bili zbunjeni (prva primopredaja) i
postavljali pitanja o kvaliteti bicikala, prodajnoj cijeni, porezima, broju proizvedenih
bicikala ... Neki su vrlo brzo shvatili: troSkovi s najmanjim nagibom, najjeftiniji su.

Tijekom faze djelovanja ucenici su formulirali sljedece pristupe:
I. modeliranje pomocu linearne funkcije i crtanje grafova
e [.1. crtanje rukom i racunanje sjeciSta kao rjeSenja sastava linearnih jednadZzbi;
e [.2. koriStenje tehnologije za crtanje grafova i nalaZenje (nije uvijek tocno
dobiveno)
II. Usporedba lokacija po parovima i analiza rezultata
e IL1. koriStenje linearnih jednadZzbi;
e [I.2. direktno iz tablice, usporedba fiksnih troskova;
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e IL.3.razliCita zaklju¢ivanja temeljena na racunanju i usporedbi lokacija, ponekad
uz izmiSljene pretpostavke i pogreske.

Usporedba:
e Pristupi I.1. I [.2. su sli¢ni, osim u koriStenju tehnologije. UCenici smatraju da je
[.2. preciznije i stoga najbolje rjeSenje, a nastavnik smatra da je I.1. jako dobar
pristup. Vrijednost tog pristupa je da vidimo znaju li u€enici nacrtati grafove.
e Pristup IL zahtijeva logi¢nije razmisljanje da bi se doSlo do zakljucka. Razgovarali
smo o varijantama u kojima ucenici samo usporeduju A i C na temelju svoje
intuicije i nuZnosti usporedbe s podruc¢jem B.

Istaknuli smo taj pristup I.2. pokazuje da se problem moZe rijeSiti bez poznavanja
linearnih funkcija i njihovih grafova, pa se problem moZe upotrijebiti za uvodenje
linearnih funkcija.

Neke su grupe izracunavale i usporedivale cijene za odredeni broj bicikala u svakom
podrudju A, B, C i D. U tom sluc¢aju, imale su poteSkoce s formulacijom jer nisu mogle
pronaci tocan broj bicikala kada je jedna od opcija bila bolja. nego drugi; ponekad su samo
napravili pretpostavke o tome. Uzeli su aproksimacije ili su samo rekli da je za manji broj
bicikala bolji A, a za ve¢i broj - opcija C. Neke grupe su nakon druge primopredaje, u fazi
djelovanja, shvatile da bi taj broj mogli pronaci rjeSavanjem sustava jednadzbi.
Naprednije grupe rjeSavale su jednadZbe, a zatim usporedivale vrijednosti funkcija na
intervalima koje su dobile. Neke grupe koristile su graficki pristup i pronasle tocke
presjeka iz grafikona pomocu GeoGebre ili drugog softvera. U tom slucaju, kalibracija
(skaliranje) osi postaje vaZna zbog velikih brojeva.

Ucenicima je bilo potrebno viSe vremena za prvu primopredaju i akciju, ali manje za
drugu, pa smo prema toj primjedbi promijenili vrijeme. Neki nastavnici su utvrdili da
trebaju dati neke naznake ili dodatna pitanja u prvoj fazi djelovanja i formulacije. U¢enici
nisu znali kako usporediti opcije bez pomoci.

Prema upitniku MERIA-e, nakon jednog sata odrZanog na ovaj nacin 73,3% hrvatskih
ucenika slaze se s tvrdnjom da je matematika povezana sa stvarnim Zivotom, 87% da je
lekcija bila zanimljiva ili mnogo zanimljivija od uobicajenog predavanja, a 91,9% ucenika
bi voljelo imati takve satove svaki mjesec.

Rjesenja grupa ucenika (Nizozemska)
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Primjer pisane prezentacije iz Danske. \}
Ulenici su Cetiri podru¢ja razmatrali A) D o\ e 2500 Cy“” 9 "
odv.ojeno..Pogreér?ol su shvatili "c.ijenu dd Agy D B o 'bem. de 3000 € in
proizvodnje po biciklu" kao "dobit po ?C*) - |20 ~300.0%%

biciklu". Tada je za svako podrucje f(x) » dd ol
dobit ostvarena pri proizvodnji x bicikala, ~B) Ve dhel lges U090 ghle &

Oni su izratunali, za svako podrugje, o, 3¢ o hom di USOCOOK .
koliko bicikala treba napraviti za fﬁﬁ_‘-_”,o_f;f’&m

pokrivanje troSkova izgradnje tvornice,

pronalaskom nultoc¢ke od f. ) Der shal Joves  lloce apl 29 dek tyger

U ac ok Heme 660000 £ ind
Doslovno, za svako podrudje, piSu: "Treba 0 foD=Gox-tem
napraviti ... bicikla, a potrebno je ... godina U T dd \ows 2800 chle o det
da se vrati uloZenih.. €" i onda ide |, Dir o hpe de (50000 £
spomenuta funkcija. Broj godina dolazi iz 000° Kﬂl Lox - 630.00
pomalo proizvoljnih pretpostavki kao §to = .

su "proizvode najmanje 2,5 bicikla '©

dnevno" (usmeno objasnjenje za slucaj A, nijedno nije dano za druga podrucja). Nije jasno
kako su dosli do broja godina u svakom slucaju, osim $to su ucenici objasnili, za slucaj A,
da se dnevno moZe napraviti 2,5 bicikla.

;-QSV

T RjeSenje druge grupe iz istog danskog razreda:
B . ~ pretpostavljaju da tvornica godiSnje proizvede 50000
Produces0.000 cyllee om arct ) bicikala. Formula glasi:
((troskovi po biciklu - 50000) - broj godina) + cijena za
izgradnju tvornice
(i na kraju, "volimo matematiku"). Tijekom formulacije

. 50.000)

#(Om kos{n,'“su-m [ e.y'u\ 1
. antol ar) + prisen for ops

of fabrilien. . . .. .y . .
y nisu donosili daljnje zakljucke, te je samo ostalo na ovoj
: v .
B B et ' formuli.
PR, L S T A ¥
Institucionalizacija je vezana uz rje$avanje jednadzbi |7 T 00 = bo X +660000 |

povezanih s problemom, uz po dijelovima linearne funkcije i e
uz uvodenje oznaka za takve funkcije. U ovom razredu, samo " |

je polovica grupa pronasla “dobre” funkcije koje se ovdje
Koriste. e e— . sk

Alati za procjenu
Na kraju lekcije ili ubrzo nakon toga, sljedeci zadaci mogu se koristiti za brzo testiranje
znanja stecenog tijekom scenarija:

1. Vas prijatelj kaZe: "Graf s najmanjim nagibom i najmanjim odreskom na ordinati
odgovara najjeftinijem podrudju.” Sto mislite?
Odgovor: Istina, ali nemamo uvijek slu¢aj u kojem postoji graf kojemu su te obje
vrijednosti najmanje od svih grafova. U scenariju je bas takva situacija.
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2. Vas prijatelj kaZe: "Onaj s najve¢im nagibom i najve¢im odreskom na ordinati
odgovara najskupljem podrucju " Sto mislite?
Odgovor: Istina, ali opet, ovdje nemamo takvo podrucje.

3. Imate vrlo jednostavnu situaciju s podacima iz tablice. Potpisali ste ugovor za
proizvodnju 5000 bicikala. Koju lokaciju odabirete?

Lokacija Troskovi izgradnje | Troskovi proizvodnje

tvornice u tom jednog bicikla u
podrucju u € tvornici u €
G 0 200
H 300 000 100

Odgovor: H je jeftiniji za proizvodnju ve¢u od 3000 bicikala.

4. Moguce domace zadace: direktoru tvrtke napiSite dokument sa savjetom i
obrazloZenjem gdje da smjesti tvornicu.

Preporuke za daljnje probleme vezane uz linearno modeliranje
Ukljucite i druge kontekste (npr. taksi, brzinu ...) za primjenu ciljnog znanja u drugim
situacijama (za daljnju institucionalizaciju ciljanih metoda i ideja).

stoji 4 kn. Planirate se voziti taxijem 8 kilometara.
Koju tvrtku biste izabrali?

2. Cijena plina je 0,5 kn po m3 za prvih 10 m3, zatim se cijena smanjuje za vecu
potro$nju plina. Sljedeé¢ih 20 m3 tro$ak je 0,4 kn po m3, a cijena pada na 0,3 kn po
m3. Pronadite funkciju troska.

3. Sporta$ bi trebao uzeti najmanje 74 mg P —-— S < omm
vitamina B i najmanje 123 mg vitamina C s i
svaki dan. Multivitamin MM sadrZi 20 mg
vitamina B i 9 mg vitamina C u 1 g
Multivitamin NN sadrzi 4 mg vitaminaBi11
mg vitamina C u 1 g. Koje su minimalne doze
multivitamina MM i NN za sportasa kako bi
ostvario svoje dnevne potrebe? Nije opasno
ako uzima vecu dozu nego Sto je potrebno.

4. Ivana Zeli unajmiti salu za 17 prijatelja, za proslavu svog rodendana.
Cijena sale RR je 100 € za salu i jo$ 10 € dodatno za svakog gosta. Cijena sale PP
iznosi 80 € za salu i joS 12 € za svakog gosta. Koju salu bi Ivana trebala izabrati?
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5. Cijena jednog para tenisica je 70 €. Tvrtka koja proizvodi
tenisice investirala je 10000 € za pocetak proizvodnje.
Proizvodnja jednog para kosSta 15 €. Izrac¢unajte dobit tvrtke
ako su proizveli 1000 pari tenisica.

6. Banka nudi razli¢ite kamatne stope, ovisno o uloZenoj svoti novca. Ako imate
manje od 5000 € dobivate 2% kamatne stope godisSnje, izmedu 5000 € i 20000 €
dobivate 2,2%, aiznad 20000 € dobivate 2,5%. Izrazite ukupnu sumu novca nakon
jedne godine, kao funkciju uloZenog novca.

7. Ana vozi automobil prema Zagrebu LG =
konstantnom brzinom 80 km/h. Nakon 20 | s e e
km nestalo joj je goriva, pa je otiSla do -
najbliZe benzinske postaje koja je udaljena g B

2 km. Ani je trebalo 30 minuta da stigne do
stanice. Pronadite graf puta u ovisnosti o
vremenu. Pronadite Aninu prosjetnu Eeas o o g |
brzinu. (Prikazani graf je dio rjeSenja)

3 Primjernb - Wolfram Mathematica 104 - oEd

8. MariniFrane idu naizlet biciklom. Lukaih =2 oo 2N
nije htio cekati pa je krenuo ranije.
Nacrtan je graf puta u ovisnosti o vremenu. "I i
Tko je najbrzi biciklist? Tko je najsporiji? : - e
U kojem trenutku se Marin susreée s J ,
Lukom? (Graf treba dati u¢enicima) : : ’ e

9. Petervozi motocikl. Prve 2 minute imao je
stalnu brzinu od 10 m/s, a zatim je nakon
2 minute postigao brzinu od 20 m/s uz
konstantno ubrzanje. Nakon toga je poceo
kociti i zaustavio se nakon 2 minute.
Nacrtajte graf brzine u ovisnosti o
vremenu. (Prikazani graf je rjeSenje) T e :

10. Promjena otpora Zice u ovisnosti o Pinjeo-Wolfan Nabenaia 104 - oK
temperaturi: R(t) = R0(1+ at) gdje je R, | - 7T
otpor na 0 2C, a temperaturni koeficijent =
otpora, a t je temperatura u °C. Koriste¢i | .. —
zadani graf odredite temperaturni :
koeficijent otpora za 3 materijala, ako su :
njihovi otpori na 100 °C: ‘ e
139 Q) (materijal 1), 143 Q (materijal 2) i 168 Q (materijal 3).
Pronadite tablicu s temperaturnim koeficijentima otpora na internetu i odredite
koji su materijali 1, 2 i 3!
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11. Sipke su izradene od razli¢itih metala, ali sve imaju duljinu od 1 m na 0 2C. Duljina

se mijenja u ovisnosti o temperaturi: [
L(t) = L0(1+ at)gdje je Ly duljinana 0 °C,

- N

koeficijent linearnog toplinskog Sirenja, a t
je temperatura u 2C. Koeficijenti linearnog
toplinskog Sirenja su:

celik 6.7-10-6 / °C,

bakar 16.6:10-¢ / °C, 7 oorr P I
aluminij 25.0-10-¢ / °C. —
Nadite funkciju duljine u ovisnosti o temperature, za Celik, bakar i aluminij.
Nacrtajte graf funkcije. (Prikazani graf je rjeSenje)

Nacela i RME perspektiva u scenariju

Uloga konteksta u pruzanju mogu¢nosti uenicima da razviju matematicke ideje, osnovno
je nacelo u RME-u. U ovom scenariju, kontekst tvornice bicikala, trebao bi potaknuti
ucenike u kreiranju formula i grafova, te u izvodenju zakljucaka iz toga. Definira se po
dijelovima linearna funkcija i crta njezin graf. MoZe se ukljuciti i drugi kontekst (npr. taksi,
brzina, rodendan, unajmljivanje prostora ..) za primjenu ciljnog znanja u drugim
situacijama (za daljnju institucionalizaciju ciljanih metoda i ideja). Od u¢enja matematike
u realnim Zivotnim situacijama ocekuje se da ucenici razviju fleksibilne i primjenjive
matematicke vjestine.

Razmatramo sljede¢e mogucnosti:
e Stvarni Zivot i ekonomija:

o

o

o

Linearno modeliranje (trosak taxija, mobitela i interneta, brzina, proslava
rodendana, unajmljivanje i iznajmljivanje prostora ...)

Financijsko modeliranje (financijski modeli mogu biti linearni i nelinearni,
npr. prihod tvrtke, profit, prosjec¢ni troskovi, inflacija ...)

Uvod u optimizaciju

e Buduce istraZivanje: Znanja i vjeStine povezane s ovom temom relevantne su za
mnoga podrucja:

o

Linearni fenomeni pojavljuju se posvuda u znanosti. Nadalje, za nelinearne
probleme linearizacija je uobi¢ajena metoda rjeSavanja problema, ako je to
moguce. Cesto izra¢unavamo koeficijente linearne regresije i korelacije
kako bismo proizveli linearni model i testirali linearnost skupa podataka,
cak i kada nije poznato da li se podaci ponasaju linearno.

Svatko bi trebao biti u stanju voditi osobne financije, izraditi tablice kojima
se vodi evidencija o zaradi i potrosnji, Sto je iznimno vazno za donosSenje
financijskih odluka i planova. Osobne financije, poslovanje manjih i vecih
tvrtki nemoguce je bez financijskog modeliranja.

Uprave tvrtki rutinski Kkoriste optimizacije procesa. Linearno
programiranje, koje se naziva i linearna optimizacija, metoda je za
postizanje najboljeg rezultata (kao Sto je maksimalni profit ili najniZa cijena
u planiranju, proizvodnji, transportu) u matematickom modelu ¢iji su
zahtjevi predstavljeni linearnim jednadZbama i nejednadzbama.
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Upravljanje lancem opskrbe u poduzecu optimizira prijevoz proizvoda ili
usluge od dobavljaca do kupca.

o MoZe se napraviti algoritam i raCunalni program za rjeSavanje problema iz
scenarija ili op¢enitijeg problema.

U ovom scenariju s linearnom funkcijom ucenici stjecu iskustvo istraZivanja u matematici,
iskustvo matematickog modeliranja, pretvaranja podataka iz stvarnog Zivota u
matematicki jezik, organiziranja podataka, prikazivanja podataka, pronalaZenja
optimalnog, formuliranja prijedloga, a pritom jo$ vjeZbaju suradnju i komunikaciju. Opseg
u kojem se te vjeStine razvijaju uvelike ovisi o na¢inu na koji nastavnik ukljucuje uc¢enike
tijekom faze potvrdivanja, kada on ili ona poziva grupe da prezentiraju svoja rjeSenja. U
nekim sluCajevima predlazemo nastavnicima da ucenicima daju dodatne povratne
informacije tijekom sljedecih lekcija.

Linearni scenarij mogao bi biti dio duljeg niza lekcija o linearnom modeliranju,
financijskom modeliranju i linearnoj optimizaciji.
e Predznanje: Za takav slijed oCekujemo da ucenici budu upoznati s linearnim
funkcijama i linearnim jednadZbama.
e Uvod: kontekst s bogatim otvorenim problemom, kao $to je ovdje predloZen.
Varijacije gore navedenih dodatnih problema mogle bi se koristiti u buduéim
lekcijama.

e Horizontalna matematizacija: uvodi se nova tablica s prikazom troSkova, kao uvod
u novu diskusiju o troskovima. Ucenici ¢ine prvi neformalni model situacije, na
primjer

((trosak po biciklu - 50000) - broj godina) + cijena izgradnje tvornice,

te pocinju koristiti jezik koji ide prema metodama matematicke optimizacije
"troskovi po biciklu", "vrijeme potrebno za povrat ulaganja". Ova matematizacija
tvornickog konteksta u svijet matematike pruZa mnoge mogucénosti za daljnji
razvoj i institucionaliziranje ciljanog znanja na temelju doprinosa ucenika. U¢enici
pokuSavaju na¢i rjeSenje u grupama i pripremiti prezentaciju svojih rjeSenja.
Nastavnik vodi raspravu o sli¢nostima i razlikama izmedu tih rjeSenja kako bi svi
dosli do kona¢nih zakljucaka.

o Vertikalna matematizacija: daljnji razvoj i primjena matematike povezane s ovim
problemom. Izraditi op¢u hipotezu ili algoritam za pronalaZenje optimalnih
troskova za danu tablicu podataka. Nadalje, model se mozZe napraviti apstraktnije
ili opcenitije, vidjeti gore ideje za to.

Zakljucci, razmisljanja i prijedlozi za nastavak istraZivanja

Ucenik usvaja nove ideje i koncepte te ih primjenjuje; nastavnik naglasava najvaznije ideje
i koncepte. Tijekom sljedecih sati nastave moglo bi se dalje istraziti Sto nam govore
pocetna rjeSenja grupa ucenika: Koje su ideje korisne? Sto se moglo pobolj$ati? Kako
moZemo napraviti op¢u hipotezu ili algoritam za pronalaZenje optimalnih troSkova za
danu tablicu podataka? Koje su vam strategije ili nacini rada pomogli da dodete do
rezultata?
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MERIA Modul “Put kocenja“

Scenarij poucavanja

Ciljano znanje | Ovisnost puta koCenja o brzini neposredno prije koc¢enja je kvadratna

Siri ciljevi Kvadratna funkcija i Kkarakterizacija =m0 T —
kvadratne funkcije konstantnom drugom '
derivacijom  (konstantnom drugom ==
razlikom za kvadratne nizove) ili :
konstantnim rastom ili padom prve
derivacije (razlike za kvadratne nizove).
Racunanje s  razli¢itim  mjernim g
jedinicama. Organiziranje  podataka. —
Odredivanje pravila pridruZivanja u Prezentacija riesenja - Hrvatska.
obliku formule. Crtanje grafova (kvadratnih) funkcija na papiru ili
koristenjem ICT-a.

I[straZivaCke vjeStine: analiziranje podataka i traZenje uzoraka u
tablicama s brojevima, obrazlaganje rezultata (argumentacija) tijekom
prezentacija (proracuni dominiraju procesom i ucenici moraju saZeti
svoje rezultate i predstaviti svoj pristup drugima).

Interdisciplinarne vjesStine: ucenici rade s varijablama iz fizike pa
moraju razumjeti Sto raCunaju (povezivanje notacije i procedura iz
podru¢ja matematike i fizike). U pisanju izvjeS¢a naglasSene su
profesionalne komunikacijske vjestine. Ucenici takoder raspravljaju o
odgovornosti vozaca i sigurnosti u prometu.

Potrebno Temeljno znanje o funkcijama, veza stalne brzine i udaljenosti,
matematicko | prosjecna brzina, pretvaranje km/h u m/s i obratno.
predznanje

Razred 16 godina, 10 razred (kad se uvodi kvadratna funkcija)

Vrijeme 90 minuta, dva skolska sata

Potrebni Tablice za popunjavanje, kalkulatori, racunala, milimetarski papir
materijal

Problem: U gradskom podrucju s osnovnim $kolama roditelji
se Zale na postavljeno ogranicCenje brzine, jer smatraju da ono
nije adekvatno za podrucje sa Skolskom djecom. Skupina
bezobzirnih vozaca kaze da se ne moraju brinuti jer vozila
koce na vrijeme. IstraZite kako put kocenja ovisi o brzini
neposredno prije kocenja. Savjetujte gradonacelnika o
posljedicama promjene ogranicenja brzine. Potkrijepite svoj
savjet prikazima poput grafova, tablica i formula.

Razmislite najprije o kocenju automobila kod kojeg se brzina smanjuje za 10 km/h svake
0.4 sekunde. MoZete upotrijebiti tablice u nastavku za organiziranje izraCuna i izradu
opaZzanja, a zatim opravdajte svoj odgovor na najbolji mogucéi nacin.
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Faze

Postupci nastavnika,
ukljucujuci upute

Postupci i reakcije uc¢enika

Primopredaja
(didakticki)

10 minuta

Nastavnik  dijeli ucenike u
troClane ili cetveroclane skupine.

Nastavnik postavlja problem i
provjerava razumiju li uclenici
pretpostavku o konstantnom
smanjivanju  brzine tijekom
kocenja. Nastavnik i ucenici
raspravljaju o ideji malih
vremenskih intervala na kojima se
gibanje  moZe  aproksimirati
jednolikim gibanjem sa stalnom
(prosjecnom) brzinom.

Nastavnik provjerava razumiju li
uCenici pojmove u tablicama,
osnovne veze izmedu brzine,
vremena i puta, kako pretvarati
km/h u m/s i ideju da 40 km/h
mogu zamijeniti nekom drugom
pocetnom brzinom.

Nastavnik naglasava da ucenici
mogu koristiti razliite strategije.
Mogu  Kkoristiti  sve  vrste
tehnologije.

Nastavnik dijeli u¢enicima tablice
i osigurava dZepna racunala (ako
uCenici nemaju svoja), raCunala,
milimetarski papir.

Nastavnik  zadaje  ucenicima
zadatak da u 20 minuta istraze
kako se mijenjaju pocetna brzina i
put kocenja i da predstave neke
zakljucke o nacinu na koji su
povezani.

Ucenici slusaju, iznose svoje ideje

i odgovaraju na pitanja.

Djelovanje
(adidakticki)
20 minuta

Nastavnik  obilazi, promatra
ucenike bez uplitanja.

Ako primijeti da velina grupa
zapocinje s novom tablicom za
svaku pocetnu brzinu nastavnik
moze zatraZziti kratko plenarno

Ucenici raspravljaju u grupi o

strategijama.

UCenici  popunjavaju  tablice
koriste¢i kalkulatore ili koriste

ICT za crtanje tocakaili ...
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predstavljanje grupa o tome na
koji nacin popunjavaju nove
tablice. Vjerojatno ¢e barem u
jednoj grupi ucenici uociti da
mogu koristiti prethodne racune
pri odredivanju puta koCenja za
novu pocetnu brzinu i procitati iz
prethodne tablice put kocCenja za
manje pocetne brzine. Ovo moze
biti korisna povratna informacija
za sve grupe.

Ucenici raspravljaju o preciznosti,
biraju razli¢ite poCetne brzine...

Clanovi grupa mogu imati razli¢ite
ideje i razvijati ih samostalno.

Ucenici mogu Koristiti raCunanje,

grafove ili ¢injenice iz fizike kako

bi dosli do zakljucaka:

- put kocenja ne mijenja se
konstantno

- veza puta koCenja i pocetne
brzine nije linearna

- put koCenja se povecava kad
se povecava pocetna brzina ali
ne proporcionalno

Neki ucenici mozda ¢e primijetiti
da su druge razlike konstantne i
koristiti rekurzivnhu metodu za
raCunanje.

Formulacija
(didakticki)

10 minuta

Nastavnik obilazi grupe i slusa
kratko predstavljanje zakljucaka
grupe. Nastavnik postavlja pitanja
i komentira ideje osobito u
grupama koje imaju poteskoca u
zakljucivanju.

Nastavnik upucuje grupe koje
imaju viSe razliCitih strategija da
odaberu jednu od njih i koriste ju
za generalizaciju i prezentiranje
ideja.

Nastavnik podsjeca ucenike da je
cilj aktivnosti otkriti kako je put
kocenja  ovisan o  brzini
neposredno prije kocenja kako bi
mogli savjetovati gradonacelnika.
Ucenici trebaju izraditi
preporuke, potkrijepljene
tablicama i grafovima, za
gradonacelnika o posljedicama
promjene ogranicCenja brzine.

Ucenici kratko predstavljaju svoj
rad i postavljaju pitanja.
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Djelovanje i

Nastavnik promatra.

UCenici nastoje generalizirati

formulacija svoje raCune i razmatranja. Neki
(adidakticki) od njih ¢e mozda promijeniti
strategiju za generalizaciju ili
20 minuta pristup problemu.
Ucenici pripremaju preporuku za
gradonacelnika.
Potvrdivanje | Nastavnik poziva ucenike da | Ucenici predstavljaju rjeSenja
(didakticki) predstave i usporede strategije i | svojih grupa, slusaju, postavljaju
rjeSenja. pitanja i raspravljaju 0
25 minuta strategijama i rjeSenjima.
Institucionali- | Nastavnik istiCe sli¢nosti i razlike | U¢enici slusaju i povezuju svoja
zacija u matematickom argumentiranju | rjeSenja s opcéom kvadratnom
(didakticki) razlic¢itih strategija, objasSnjava | funkcijom.
zaSto neke od strategija nisu
5 minuta dovele do dokaza da je ovisnost

kvadratna, ali = promatrajuci
grafove i formule dobivene
pomocu tehnologije moZe se
pretpostaviti da je ovisnost
kvadratna.

Nastavnik uvodi opéi zapis

kvadratne funkcije.

Moguci nacini
da ucenici
ostvare
ciljano znanje

Ucenici ¢e popunjavajuci tablicu

odrediti put kocCenja za pocetnu

brzinu od 40 km/h:
ProTnjena Prosje¢ | Prosje¢ | Vremenski Prijedeni
.. brzine za int 1 t
Vrijeme vrileme na na nterva pu
(sekunde) jem brzina | brzina At Ad
kocenja (km/h) | (m/s)
(km/h) (m)
t=0do v=40do 175 35
t=0.4 v=30 35 T8 04 5 ~ 389
t=0.4do v=30do 125 25
=08 V=120 25 T 0.4 5 = 2.78
t=0.8do v=20do 25 15
=12 V=10 15 - 0.4 5 " 1.67
t=1.2do v=10do 25 5
=16 v=0 > 18 04 g~ 056
Put 80
kocenja 3 ~ 8.89
(m)
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Zamijene li po¢etnu brzinu nekim drugim brojem, analogno ¢e dobiti
put ko€enja. Dobivenim ¢e podatcima popunjavati tablicu (v, d).

Brzina neposredno prije

koZenja (km/h) 40 50 60 70 80 90 100 110
80 125 245 320 500 605

Put kocenja (m) — — | 20 — | — | 45 — | —
9 9 9 9 9 9

Ili s decimalnim brojevima, na primjer:

Brzina neposredno

prije kocenja | 30 40 50 60 70 80 90 100
(km/h)

Put kocenja (m) 5 8.89 13.89 | 20 27.22 | 35.56 | 45 55.56

Promatrajuci podatke u tablici mogu zakljuciti:

Put koCenja je duZi kad je brzina veca.
: L “ e Ad ..
Odnos izmedu brzine i puta kolenja nije linearan (E nije

konstantno).

Ako se brzina udvostruci, udaljenost se povecava cetiri puta.

Ako se brzina poveca tri puta, udaljenost se povecava devet

puta.

Ucenici mogu crtati tocke (v, d) i zakljuciti da veza moze biti

kvadratna. Mogu zapisati op¢u kvadratnu funkciju
d=av?+bv+c

i odrediti nepoznate koeficijente a, b, ¢ koriste¢i podatke iz

tablice i rjeSavajudi sustav jednadZbi. Ako su vrijednosti zapisali

pomocu decimalnih brojeva dobit ¢e aproksimaciju. Ucenici koji

odaberu ovu strategiju nece dokazati da je ovisnost kvadratna.

Nakon pretpostavke da je ovisnost kvadratna ucenici mogu
koristiti ICT i pronadi kvadratnu regresiju. U¢enici koji odaberu
ovu strategiju nece dokazati da je ovisnost kvadratna.
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Koristeci podatke iz tablice u€enici mogu generalizirati:

5 5 5 5
d40—5 18 -0.4+15- 18 0.4 +25- 18 0.4+ 35- 18 0.4

80

OIU‘I

5
d50—d40+4‘5 N 04‘

18
5 125
d50=§(1+3+5+7+9)=—-25=7z13.89

9
5
d60=d50+55504

5 5
dgg =5(1+3+5+7+9+11) =536 =20

5 5
dvo=§(1+3+~-+(2n—1))=§-n

Vazan je zakljucak: ako promatramo put kocenja, traZzimo onaj
trenutak kad je brzina jednaka 0; toliko ¢emo puta oduzimati 10
od v, dok ne dobijemo 0:

o—1n=0= )
2n n=10
=3 () = L
dv0—9 (10) 180170 ~ 0.0056 v,?

U ovu formulu uvrsStavamo v, u km/h i dobivamo udaljenost u
metrima.

Ucenici mogu koristiti kalkulatore i upisivati podatke u tablice
kao decimalne brojeve. Ovi rezultati nece biti egzaktni pa ¢e
uocCavanje pravilnosti nece biti tako jednostavno.

Ucenici mogu koristiti podatak da se brzina smanjuje za 10
km/h svakih 0.4 sekundi. To znaci da se brzina smanjuje za
25km/h svake sekunde ili za 6.94 m/s svake sekunde, $to znaci

: . 125 ;
da je akceleracijaa = T 6.94 m/s2.

. s. a . v - s .
Koriste¢i formule d = Uot—ztzl raCunaju¢i s brzinama u
metrima u sekundi mogu dobiti traZene vrijednosti za put i

popuniti tablice. U tom im slucaju nece biti potrebne prosjecne
brzine. Uc¢enici mogu pomocu formula iz fizike:
v=v,—at,d= vot—%t2
do¢i do opce formule bez racunanja udaljenosti za konkretne
poCetne brzine. Pri tome Kkoriste vazan zakljuc¢ak: ako
promatramo put kocenja, traZzimo onaj trenutak kad je brzina
jednaka 0. Iz prve formule (v = 0) mogu izracunati vrijeme t =
1;—0 i uvrstiti u drugu te dobiti
_ v _ v _

= _ 2o — 0.072v2.
2a 125 13.8
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U ovoj formuli uvrStavamo v, u m/s i dobivamo udaljenost u
metrima.

e Ako ucenici racunaju akceleraciju u km/hZ? dobit Ce:
a =90000 km/h?, uvrstiti vou km/h i dobiti udaljenost u
kilometrima

v: ... . vE
d= ,ili u metrima d = —.
180000 180

e UcCenici mogu nacrtati v-t graf:

i racunati udaljenost kao povrsinu ispod grafa:
1 v vE
d==-2-p,=-2=0.072v%.
2 a 2a
U ovoj formuli uvr§tavamo v, u m/s.
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Promjena Vremenski
.. brzine za Prosjecna Prosjecna interval Prijedeni put
Vrijeme . . . d
(sekunde) vrijeme brzina brzina At A
kocenja (km/h) (m/s) (s) (m)
(km/h)
t=0dot=0.4 v=40dov=30 35
Put koCenja (m)
Brzina
neposredno prije 40

kocenja (km/h)

Put kocCenja (m)

25



Objasnjenje materijala

Na pocetku ¢e ucenici dobiti tablice koje ispunjavaju. Cilj je potaknuti ucenike da
promatraju vremenske intervale od 0.4 sekunde, prosjecne brzine na tim intervalima (u
km/h i m/s) kao i prijedeni put u tom vremenskom intervalu. UCenici ¢e sami zakljuciti
da racunaju dijelove puta sve dok brzina ne postane 0. Broj redaka u tablici ¢e se zato
mijenjati i ucenici ¢e sami odrediti koliko im redaka tablice treba. U drugoj ¢e tablici
ucenici osim predloZene brzine od 40 km/h sami birati ostale brzine koje ¢e promatrati.
Tablice ¢e ucenici koristiti u fazi akcije. Ako popunjavanje tablica za razli¢ite pocetne
brzine oduzima previSe vremena mozZe se /
organizirati razmjena podataka medu grupama.

Ucenici bi trebali uociti da mogu koristiti prethodne
izraCune kada pokuSavaju izracunati put kocenja za
druge pocetne brzine i procitati iz tablice put kocenja
za niZe pocCetne brzine. U slu¢aju da mnoge skupine
zapocinju novu tablicu za svaku novu pocetnu brzinu
negdje tijekom 20 minuta adidakticke faze, nastavnik
moZe zatraziti da grupe kratko predstave kako se
bave ovim pitanjem. Vjerojatno je barem jedna grupa
pronasla rjeSenje za to pa njihovi zaklju¢ci mogu z
koristiti kao povratna informacija za sve ostale 2
grupe. Ee s
Za crtanje grafova ucenici mogu Koristiti |
milimetarski papir, papir s kvadrati¢ima ili ra¢unalo.
Ucenicima koji dodu do sume1+3+ -+ 2n—-1) | e
mogu se kao vizualno pomagalo ponuditi kocke za SRR
dokaz bez rijeci.

[ S
‘0»
\\ =

R Rt ©

Varijacije temeljene na didaktickim varijablama

U provedbi scenarija treba se drzati predvidenih didaktickih i adidaktickih faza te fazu
akcije provoditi adidakti¢ki. Vazno je provesti fazu potvrdivanja u kojoj ¢e ucenici
vrednovati prezentirana rjeSenja. Neki se pak dijelovi scenarija mogu mijenjati. U ovom
poglavlju navodimo didakticke varijable odnosno dijelove scenarija koji se mogu mijenjati
kao i intervencije nastavnika koje u nekim situacijama treba provesti.

Didakticko okruZenje: Problem se moZe predstaviti na razli¢ite nacine. Nastavnik mozZe
ispricati sadrzaj problema, moZe Kkoristiti prezentacije ili video. Brzina od 40 km/h
odabrana je proizvoljno te se moZe zamijeniti nekom drugom, ali zbog uocavanja
pravilnosti savjetujemo da bude viSekratnik broja 10. Podatak o smanjivanju brzine za 10
km/h svake 0.4 sekunde odabran je tako da bude realistican, a da istovremeno omoguci
uocCavanje pravilnosti te ga stoga ne bi trebalo mijenjati. Predvidene su tablice kao pomo¢
za organiziranje podataka, ali ne treba zahtijevati da ih ucenici koriste jer je moguce doci
do op¢ih zaklju¢aka bez raCunanja puta kocenja za konkretne brzine. Tablice su samo
djelomic¢no zadane pa ucenici koji ih koriste moraju sami odrediti koliko redaka treba
racunati u prvoj tablici te koje brzine uvrstavati u drugu.
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Nastavnik treba izbjegavati preciznije zadane tablice kako bi ucenici mogli razvijati
istrazivacke vjestine. UCenike se moZe potaknuti da koriste ICT za crtanje, prikazivanje i
racunanje, ali scenarij se moze provesti i bez upotrebe ICT-a. Nastavnik moZe izraditi
svoje digitalne materijale. Ako nastavnik koristi svoje materijale treba paziti da ICT samo
pomaze pri raCunanju i prikazivanju, a ne nudi zakljucke.

Trajanje pojedinih faza moZe se prilagoditi u€enicima, ali odstupanja ne bi trebala biti
velika.

Ako za vrijeme adidakticke faze grupe nisu pronasle op¢u formulu koja povezuje put
kocenja i pocetnu brzinu, nastavnik moZe postaviti pitanja:
e Mozete li uociti neku pravilnost medu dobivenim vrijednostima puta kocenja?
e MotzZete li dobivene vrijednosti graficki prikazati? MoZete li povezati graficke i
algebarske prikaze?
e Kolika je brzina u trenutku kad se vozilo zaustavlja?
e Ako ste popunjavajuci tablice odredili put kocenja za razliCite pocetne brzine,
moZete li napraviti isto, ali ne za neku specifi¢cnu pocetnu brzinu, nego za opc¢u v.
e Koje formule iz fizike mogu biti korisne?
e Kako vam tehnologija moZe pomo¢i u traZenju veze ili formule?
Nastavnik ne treba pojedina¢no poucavati svaku skupinu. Nadalje, nije potrebno ostati sa
skupinom dok ne dodu do odgovora na postavljena pitanja. Smatrajte ova pitanja manjom
primopredajom ograni¢enog problema i dopustite ucenicima da adidakticki nastave fazu
djelovanja i formulacije. Nastavnik ne treba podrzavati raspravu daljnjim pitanjima i ne
sugerira odgovore.
Za grupe koje imaju problem s dokazom formule: 1+ 3+ 5+ -+ (2n—1) = n?
nastavnik moze reci:
e nacrtajte tocke za svaki pribrojnik u sumi i promotrite
e oznacite sumu sa S i zapiSite ju dva puta, ali u drugacijem poretku: od prvog do
zadnjeg i od zadnjeg do prvog.
Nije nuZno da ucenici dokazu formulu u adidaktickoj fazi. Vrijedno je i ako naslute da je
promatrana suma jednaka n?, a dokaz se moze provesti didakti¢ki u fazi potvrdivanja.
Ucenici ¢e sami birati pocetne brzine. Vjerojatno ¢e birati brzine od 50, 60, 70, ... km/h.
Ako izaberu brzine koje nisu viSekratnici broja 10 imat ¢e viSe problema u odredivanju
trenutka kad brzina postaje 0 jer to nece biti viSekratnik broja 0.4 s. U ovom ¢e slucaju
teZe odrediti pravilnost. Odabir brzina koje ¢e se promatrati moZe se raspraviti u fazi
potvrdivanja.
UcCenici mogu put kocCenja izraziti u decimalnom ili razlomackom zapisu. Decimalni ¢e
zapisi biti priblizni pa se neke pravilnosti ne¢e moci uociti. I odabir zapisa moZe se
raspraviti u fazi potvrdivanja.

U fazi institucionalizacije vazno je da se vecina (ako ne i sve) strategije koje su se pojavile
u razredu komentiraju i povezu jedna s drugom.
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Zapazanja iz prakse

U nekim grupama ucenici mogu napraviti pogreSke u racunu i dobiti pogreSan put kocenja
za neke pocetne brzine. U fazi prve formulacije, nastavnik mozZe od ucenika iz razlicitih
grupa zatraziti da usporede svoje rezultate i isprave pogreske.

Neki su ucenici
pretpostavili da je veza
izmedu brzine i puta
kocenja linearna.
Koristeci podatke iz
tablica odredili su
linearnu funkciju.

GRAFIKONI

U nekim su grupama
ucenici pokusali nacrtati
tocke tako da pripadaju
pravcu ili grafu po
dijelovima linearne
funkcije. U tom slucaju
nastavnik moZe traZiti da
ucenici objasne zasto
misle da je ovisnost
linearna, znaju li neka
svojstva linearne funkcije
i mogu li uociti ta svojstva
u podatcima. Ucenici bi
trebali zakljuciti da
ovisnost nije linearna jer
kvocijent razlika nije
konstantan.
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O
U nekim su grupama .

ucenici na x osi prikazali
udaljenost.

Neki su ucenici koristili
ICT.

Nakon $to su zakljuciti da
je ovisnost kvadratna
ucenici su pronasli
kvadratnu regresiju.
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U nekim su grupama

ucenici koristili razlomke
i dobili sume neparnih
brojeva.

Ucenici su dosli i do suma
nekih drugih nizova. U
tom slucaju nastavnik bi
trebao zavrsiti njihov rad
u fazi institucionalizacije.
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Formulu (1) ucenici mogu
dobiti i eliminacijom
vremena t u formulama
vV=vgtatis =vyt+
%tz ili im moZe biti
poznata iz fizike.

Pomocu formule (1) ucenici ¢e dobiti kvadratnu ovisnost puta koCenja o pocetnoj brzini
bez racunanja konkretnih vrijednosti. Grupe koje problem rjesavaju na ovaj nacin bit ¢e
vjerojatno brZe od ostalih grupa pa im se moZe se skrenuti paznja i na podatke koji se
traZe u tablici (primjerice, zasto je prosjecna brzina na pojedinom vremenskom intervalu
relevantna informacija) i zadati zadatak da ovisnost puta kocCenja o pocetnoj brzini
prikazu graficki, pripreme obrazloZenje o vaznosti ogranicenja brzine u blizini Skole ili
istraZe ovisnost zaustavnog puta o pocetnoj brzini (Prijedlog za daljnje probleme 1.)

Zakljucak:

MoZemo uociti da su neki ucenici zakljucke donosili samo promatrajuci brojeve dok su
neki nastojali opisati kako se odnose put kocenja i brzina neposredno prije kocenja.

Promotrite tablicu:

Brojevi

Ovisnost

Ucenici racunaju put koc¢enja samo za nekoliko
pocetnih brzina, na primjer 40 km/h i 70 km/h,
i zakljucuju da je put koCenja predug ako auto

Ucenici zakljucuju gledajudi u brojeve
da ovisnost nije linearna (za vece
brzine promjena u brzini dovodi do

primjer:

Brzina

(km/h) 30 40 50 60 70 80 90

Put

kocenja 5 8.89 | 13,89 | 20 | 27.22 | 35.56 | 45

(m)

i piSu preporuku promatrajuci brojeve.

vozi brzinom od 70 km/h pa preporucaju | dramaticne promjene u putu
ogranicenje brzine od 40 km/h. kocenja).
Ucenici popunjavaju tablicu s viSe podataka, na | UCenici  zaklju¢uju  promatrajuci

brojeve u tablici da ovisnost moZe biti
kvadratna jer ako udvostru¢imo
brzinu put kocenja ¢e se povecati
Cetiri puta (promatraju¢i 30 km/h i
60 km/h).

UCenici crtaju toCke 1 piSu preporuku
promatrajuci tocke.

UcCenici crtaju tocke, zakljucuju da bi
ovisnost mogla biti kvadratna i crtaju
graf.
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UCenici zakljucuju da je ovisnost
kvadratna i koriste IST za odredivanje
kvadratne regresije.

UCenici zakljuuju da je ovisnost
kvadratna i koriste podatke iz tablica
za odredivanje koeficijenata
kvadratne funkcije.

Ucenici koriste argumente kako bi
dokazali da je ovisnost kvadratna
(vidi Moguci nacini da ucenici ostvare
ciljano znanje).

lako je racunanje i prikupljanje podataka vazno u ovom scenariju, ucenici bi trebali
osjecati potrebu da istrazuju dalje i pokuSaju odrediti ovisnost. Ako su svi ucenici
zadovoljni s odgovorima dobivenim samo promatranjem brojeva, nastavnik moZe u fazi
institucionalizacije razgovarati s uenicima Sto to znaci “odrediti ovisnost”.

Alati za procjenu
Na kraju sata ili na pocetku iduceg sata u¢enicima se moze postaviti nekoliko zadataka:
1. Dvase automobila kre¢u ulicom. Brzina jednog je trostruko veca od brzine drugog.
Hoce li put kocenja brZeg vozila biti tri puta veci? ObrazlozZite odgovor.
Odgovor: Nece. Put kocenja kvadratno ovisi o brzini neposredno prije kocCenja. Zato
Ce put kocenja brZeg vozila biti devet puta veci.

2. Vozilo se krece brzinom od 80 km/h. Na koju brzinu treba smanjiti brzinu kretanja
ako Zelimo da put kocenja bude dvostruko manji?
Odgovor: Brzinu treba smanjiti Cetiri puta, odnosno treba ju smanjiti na 20 km/h.

3. Na put koc¢enja osim brzine neposredno prije koCenja utjecu i vremenski uvjeti na
cesti.Jednog je dana izvrSeno mjerenje i ustanovljeno je da se vozilo koje se kretalo
brzinom od 40 km/h zaustavilo nakon 10 m. Nakon koliko metara ¢e se pod istim
uvjetima zaustaviti vozilo koje se krece brzinom od 70 km/h?

Odgovor: Put kolenja kvadratno ovisi o brzini neposredno prije koCenja pa ¢emo

pretpostaviti da tu ovisnost moZemo zapisati kao d(v,) = kvé. Po uvjetima zadatka

jed(40) = 10pajek = 5—2 = 1%0' Vozilo koje se krece brzinom od 70 km/h zaustavit
0

2

¢e se nakon d(70) = %0 = 30.625 =~ 30.6 m.
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Preporuke za daljnje probleme vezane uz put kocenja i kvadratne ovisnosti
1. Zaustavni put vozila sastoji se od dva dijela: puta reakcije i puta kocenja.
Put koji vozilo prede od trenutka kad vozac uoci potrebu za kocenjem do trenutka
kad pocne kociti je put reakcije. Vrijeme reakcije vozaca je prosjecno 1 s, a moze se
produZiti zbog umora vozaca, bolesti, konzumacije droga i alkohola. Vrijeme
reakcije vozaca koji je pod utjecajem alkohola (0.5 g/l alkohola u krvi) je 1.5 s.
Pretpostavljamo da u vremenu reakcije vozilo vozi stalnom brzinom.
Put koje vozilo prijede od trenutka kad vozac poc¢ne kociti dok se ne zaustavi zove
se put kocenja. Put kocenja najvise ovisi o brzini neposredno prije koCenja i o
uvjetima na cesti, a moZe ovisiti i o stanju vozila. Ako zanemarimo stanje vozila,
v2
254u
izraZena u kilometrima na sat, a u koeficijent trenja koji ovisi o uvjetima na cesti:

racuna se po formuli s = gdje je v brzina vozila neposredno prije koCenja

Koeficijent trenja u suh Kkolnik mokar Kolnik
asfalt nov 0.7-0.8 0.5-0.6

asfalt star, prljav 0.6 -0.7 0.25-0.45
Sljunak, sitni kamen 0.6-0.7 0.3-0.5
ugazeni snijeg 0.2-04

led 0.05-0.1

a) IstraZite kako put reakcije ovisi o brzini neposredno prije ko¢enja za vozaca s
vremenom reakcije 1 s i za vozaca s vremenom reakcije 1.5 s.

b) IstraZite kako put kocenja ovisi o brzini neposredno prije koc¢enja za suh i za
mokar asfaltni kolnik i za kolnik s ugaZenim snijegom.

c) IstraZzite kako zaustavni put ovisi o brzini neposredno prije kocCenja za razlic¢ita
vremena reakcije i razli¢ite uvjete na kolniku.

2. Koliko dijagonala ima Cetverokut, peterokut, Sesterokut, n-terokut?

3. Na koliko je najvise dijelova moguce izrezati pizzu ako se naprave dva, tri, Cetiri, n
rezova?

4. Jednakostrani¢ni trokut stranice duljine n cm podijeljen je na jednakostrani¢ne
trokute stranice duljine 1 cm. Koliko ih ima?

5. OpiSite matematicki putanju lopte pri slobodnom bacanju u kosarci.

Nacela i RME perspektiva u scenariju

Ovo se znanje odnosi na svakodnevna iskustva s kretanjem vozila i ko¢enjem. Ucenici
postaju svjesni kako brzina neposredno prije koCenja utjece na put koCenja. Znanja i
vjeStine vezane uz temu kvadratnih ovisnosti pojavljuju se u mnogim podrucjima.

[straZivanje je uklju¢eno u sve faze. UCenike treba navikavati na istrazivanje i ¢esce ih
stavljati u situaciju u kojoj ¢e raditi na ovaj nacin. Tako ¢e uz matematicke kompetencije
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razvijati i istraZivacke vjeStine. Tijekom provedbe scenarija ucenici ¢e generirati primjere,
sustavno eksperimentirati, organizirati podatke, formulirati hipoteze, pronalaziti i
opravdavati formule, suradivati i komunicirati. Istrazivacke vjeStine treba ukljuciti u
povratnu informaciju u fazi potvrdivanja i institucionalizacije.

Scenarij moZe biti dio veceg niza lekcija o kvadratnim ovisnostima i svojstvima
kvadratnih nizova i funkcija.

Prethodno znanje: Za poglavlje o kvadratnim ovisnostima ocekujemo da ucenici
poznaju pojam funkcije, pojam i svojstva aritmetickog niza i linearne funkcije.
Uvod: kontekst ko¢enja automobile moze se koristiti kao bogati otvoreni problem
koji obuhvaéa modul.

Horizontalna matematizacija: matematicke jezik se uvodi kako bi se raspravilo o
situaciji. Ucenici ¢ine prvi neformalni model situacije - scenarij o putu kocenja,
uvode se kvadratne ovisnosti.

Vertikalna matematizacija: matematika ukljucena u problem dalje se razvija.
Model postaje saZzetiji, opcenitiji.

Ucenici proucavaju kvadratne nizove i karakteriziraju ih: prve razlike su linearne,
a druge konstantne. Nadalje, sume ¢lanova linearnih (aritmetickih) nizova su
kvadratni nizovi. Generalizacija - kvadratna funkcija: prva derivacija je linearna, a
druga konstantna. Nadalje, integral linearne funkcije je kvadratna funkcija.
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MERIA Modul “Linije sukoba — uvod”

Scenarij poucavanja

Ciljano znanje

Podjela ravnine simetralama duzina odredenih parovima tocaka u
ravnini.

Siri ciljevi

Konstrukcija simetrale duZine. Svojstvo simetrale duzine: svaka tocka
na simetrali duZine jednako je udaljena od krajnjih tofaka duZine.
Svojstvo simetrala stranica i sjeciSta simetrala stranica trokuta i
Cetverokuta te svojstva tocaka u podrucjima na koje je lik simetralama
podijeljen. Koristenje oznake d(P,X) < d(P,Y).

[straZivacke vjeStine: eksperimentiranje i sustavno crtanje prilikom
odredivanja podrucdja i granica podrucja s traZenim svojstvom.
DonoSenje odluka koje linije /simetrale koristiti te jasno predstavljanje
dobivenih rezultata.

Interdisciplinarne vjeStine: ucenici mogu problem povezati s
problemom utvrdivanja granica i razgranicenja teritorija (geografija)
te geometrijskim rjeSenjem navedenih sporova. Mogu ga primijeniti i
za rjeSavanje problema navigacije robota.

najblize. 2

Na mapi su prikazani izvori vode u pustinji. Zadatak je
obojiti podruéja u pustinji tako da obojeno podrucje
oko svakoga izvora sadrZi tocke koje su tome izvoru

Potrebno Pitagorin poucak i nejednakost trokuta (za dokaz).

matematicko

predznanje

Razred 15 - 16 godina, 1., 2. razred (kada se uvodi simetrala duZine)

Vrijeme 40 minuta, uz koriStenje interakcije 70 minuta

Potrebni Nastavni listi¢i, papir, raCunalo, MERIA interakcija u GeoGebri:

materijal https://meria-project.eu/applet/voronoi/voronoi.html
Dodatne web stranice:
http://alexbeutel.com/webgl/voronoi.html,
https://www.desmos.com/calculator/ejatebvup4

Problem:

2 Problem i karta pustinje su preuzeti iz knjige Geometry with Applications and Proofs, Voronoi Diagrams
by A. Goddijn, M. Kindt, W. Reuter
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Faza Postupci nastavnika, Postupci i reakcije uc¢enika
ukljucujudi i upute
Primopredaja | Uvodenje pojma linije sukoba u | U¢enici sudjeluju podizanjem
1 uCionici: Pretpostavimo da dva | ruku i kao da su tocke u ravnini,
(didakticki) ucenika (X i Y) imaju slatkiSe i od | sami odlucuju jesu li bliZe ili ne
vas se trazi da odete po slatkis kod | jednoj od dvije dane tocke.
5 minuta ucenika koji vam je bliZi. Promatraju i kako drugi ucenici
Nastavnik odabire dva ucenika i | odlucuju.
pita: tko je blizi uCeniku X i tko je
ucenik Y, i na kraju pita ima li
netko kome se tesko odluditi....
Institucionaliz | Nastavnik saZima glavne | Ucenici sluSaju i povezuju
acija zakljucke: Problem je prepoznati | institucionalizirano  znanje i
(didakticki) tocke s "istom udaljenosti”, a | oznake sa svojom aktivnosti.
izazov je otkriti siguran i precizan
2 minute postupak za odredivanje tocaka s
tim svojstvom. Utvrduje se oznaka
(npr. d (A, C) <d (B, C) za tocku C
koja je bliza tocki A nego tocki B).
Ovu ¢e oznaku ucenici koristiti u
sljedec¢em koraku
Primopredaja | Nastavnik postavlja novi problem: | Ucenici slusaju.
2 Zamislite da ste negdje u pustinji
(didakticki) (ucenici dobivaju nastavni listic¢).
Pronadite izvor vode koji vam je
3 minute najblizi. Odredite sve tocke s kojih
biste takoder isli do toga izvora.
Zatim podijelite kartu na podrucja
tako da su za svaki izvor sve tocCke
u odgovarajuéem  podrucju
najbliZe tome odredenom izvoru.
Nastavnik provjerava razumiju li
ucenici problem.
Djelovanje Nastavnik obilazi u¢enike i uoCava | Nakon ucrtavanja poloZaja i
(adidakticki) | ideje istrazivanja pojedinih grupa. | odredivanja najblizega izvora,
grupe pocinju odredivati podrucje
15 minuta sa svim toCkama kojima je taj

izvor najblizi, uparuju¢i ga s
ostalim izvorima, jedan po jedan.
Za podjelu cijele mape na
podrucja, ucenici otkrivaju da im
je potrebna neka vrsta strategije
jer s viSe tocaka, stvari postaju
komplicirane.
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Formulacija Nastavnik obilazi u€enike i uo€ava | Ucenici raspravljaju u grupi Sto
(adidakticki) | razlicite ideje pojedinih grupa i | treba raditi, Sto je skup tocaka s
najavljuje prezentacije. traZenim svojstvom i kako to
5 minuta zapisati.
Potvrdivanje | Nastavnik traZi od nekih grupa da | Ucenici predstavljaju svoj rad.
(didakticki i prezentiraju Sto su do sada radili
adidakticki) (ako je moguce, jedna grupa koja
je crtala kruZnice istih polumjera i
5 minuta jedna grupa koja je crtala
simetrale duZina.
Institucionaliz | Nastavnik istice temeljni poucak | U¢enici povezuju zapis sa svojom
acija povezan s problemom: d (A, P) =d | aktivnosti, npr. d(A,P)=d(B,P)
(didakticki) (B, P) ako i samo ako je P na | opisuje skup tocaka P, odnosno
simetrali duZine AB. pravac (tzv. linija sukoba za tocke
5 minuta Voronojev dijagram se konstruira | Ai B).
pomocu simetrala duZina, pa je to | d(A,P)<d(B,P) opisuje podrucje
osnova za podjelu. Takoder se | (tzv. podrucje interesa) i razumiju
moZe raspravljati o definicijama | matematicki problem koji se
simetrale duzine: "skup tocaka | pojavio u njihovoj aktivnosti.
jednako udaljenih od to¢aka AiB",
i "pravac okomit na duzinu AB koji
prolazi polovistem duZine".
Izborni dio scenarija: MoZete li
dokazati poucak?
(svi ucenici ne osjecaju potrebu za
dokazima i smatraju ga izazovom)
Primopredaja | IKT se moZe koristiti za crtanje | U¢enici  sluSaju i  gledaju
3 Voronojevog dijagrama, npr.: Voronojev dijagram koji je softver
/izborno https://meria- konstruirao. Oni postaju
(didakticki) project.eu/applet/voronoi/voron | zainteresirani i potaknuti da ga
oi.html. sami koriste i istraZe Sto ce se
5 minuta Nastavnik pokazuje kako program | dogoditi u razli¢itim situacijama.

radi (nakon wucrtavanja dviju
tocaka). Podsjetite se/otkrijte da
postoji  pravac s jednako
udaljenim toc¢kama, a ravnina je
podijeljena na dva podrudja.
Zatim nastavite s 3 tocCke i
pronadite/otkrijte da  postoji
jedna tocka jednako udaljena od
tri dane tocke.

Vratite se na pocetni problem i
istraZite Sto se dogada u posebnim
slucajevima. Igrajte se i pronadite
lijep neocCekivani uzorak s nizom
strukturiranih tocaka ili,
primjerice, istraZite koje uzorke
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moZete dobiti s 4 tocke u
razli¢itim poloZajima.

Djelovanje Nastavnik obilazi ucenike, | Ucenici  konstruiraju  pocetni
(adidakticki) | potiCuci ih da sustavno | problem u softveru, nalaze
eksperimentiraju, pomazu¢i im | rjeSenje i usporeduju sa svojim
10 minuta samo ako imaju problema s radom | crtezom. Takoder istrazuju Sto se
softvera. Ako viSe ulenika ima | dogada u drugim slucajevima s
slican problem, obratite se cijelom | pravilno i/ili nepravilno
razredu (na primjer, zabiljeZite na | rasporedenim tockama.
vidljivom mjestu).
Formulacija Nastavnik trazi od ucenika da | Ucenici pripreme dva snimka
(adidakticki) | pripreme prezentaciju svojih (po | zaslona, jedan rjeSenja pocetnog
mogucnosti  najneocekivanijih) | problema i jedan njihovih lijepih
5 minuta zakljucaka i potice ih da pronadu | uzoraka (i kako su ga dobili). Oni
opravdanje za posebne situacije | pokuSavaju formulirati
(npr., kada u Voronojevom | opravdanje za njihovo otkrice
dijagramu s 4 tocke postoji jedna | crtaju¢i kruznice i Kkoristeci
tocka koja je od njih jednako | formalne oznake za udaljenosti i
udaljena?) Talesov ili Pitagorin poucak.
Potvrdivanje | Prezentacije pomaZu da ucenici | U¢enici uocavaju vezu izmedu
(didakticki i potvrde ono S$to se dogada u | formulacije i potvrdivanja
adidakticki) dijagramima, da usvoje formalne | njihovih otkric¢a.
oznake i koriste geometrijsko
5 minuta razmisljanje u razlicitim
podjelama.
Institucionaliz | Op¢éi  zakljuéci o konceptu | Studenti shvacaju kako su
acija Voronojevih  dijagrama, neki | institucionalizirani ciljevi ucenja
(didakticki) posebni slucajevi i uzorci u tim | povezani S pocetnim
dijagramima. istrazivanjima u  kontekstu
5 minuta pustinje .

Moguc¢i nacini
da ucenici
ostvare
ciljano znanje

e Neki ¢e ucenici poceti skicirati linije izmedu navedenih to¢aka s
viSe ili manje zakrivljenih dijelova i bez jasnih mjesta gdje se tri

(ili Cetiri) linije sijeku.

e Neki ¢e ucenici crtati kruznice ili odrediti podrudja crtajuci
zakrivljene linije. Ti uCenici trebaju shvatiti da zakrivljene linije
nemaju smisla i da crtanje kruZnica sluZi za pronalaZenje toCaka
s istom udaljenosti do izvora ili centra, ali ne i za pronalaZenje
granica (iako se mogu koristiti za to).

e Neki bi u€enici odmah mogli znati Sto trebaju uciniti i poceti s
radom. Za njih je klju¢no raspraviti o tome Sto se dogada u
podrudjima gdje se simetrale sijeku. Sijeku li se istoj tocki?
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Crne stijene

Legenda

] = Suha trava
® = lzvor
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———— = 4 km

Nastavni listié¢
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Objasnjenje materijala

PriloZena je karta pustinje s izvorima vode. Od nastavnika se oc¢ekuje da pripremi kartu
pustinje za svaku skupinu. Neki od grafickih elemenata na karti, poput crnih stijena,
pokazuju da je ucinjen dio matematizacije iz prave pustinje u kartu, ali ne u potpunosti. U
slucaju da ne Zelite ometati ucenike s tim elementima, moZete ih izbrisati ili zanemariti.
Na raspolaganju je interakcija za istraZivanje raznih situacija. Unaprijed provjerite je li
interakcija operativna, kako ga koristiti kao demonstracijski alat, te odlucite kako i kada
Cete ga koristiti s kojim zadatkom/pitanjem za ucenike.

Varijacije temeljene na didaktickim varijablama

Na pocetku: Osmislite kako Cete organizirati uvodni problem. Kada ga izloZite, stvorite
Kkriti¢ne situacije u kojima ¢e neki ucenici oklijevati ... Nakon primopredaje 1, nastavnik
moZe odluciti hoce li ili nece uvesti formalni zapis za udaljenost, ovisno o predznanju
ucenika i razine koju Zelite postici.

OkruZenje (milieu): Predstavljamo
problem s pustinjom i izvorima
vode. MoZete Koristiti  drugi
kontekst ili drugaciji broj i poloZaj
to¢aka. Drugi nacini formuliranja

{ AUSTRIA

S

Murska®
Sobota

Maribor

problema: opiSite strategiju kojom
se moZete odluciti za Sto je moguce
viSe pozicija u pustinji do kojeg
izvora vode i¢i. Lijep aspekt ovog
problema je taj Sto milje pruza
kriterije za vrednovanje rada
studenata. Pobjednicka strategija,
kao i strategija odlucivanja za sve
tocke kamo i¢i, osim onih na
linijjama sukoba, u skladu je s
ciljanim znanjem.

N .Valanle

=N . <
L \_@Celie

Trbovije, &
N ,ZagongL,-”'ﬁs‘"'k
Idrija .lIUbllana o 7

fija , e
SLOVENIA ~

J_ Novo
= ‘Mesto./

.
Kocevje

.
Javornik

Nova Gorica

.Postoma

Podijelite kartu tako da je za svaku toc¢ku u Sloveniji moguce odrediti
koji heliodrom joj je najblizi. (Nadja Marusic, Slovenia)

Trajanje faza se moZe prilagoditi ucenicima.

Za vrijeme faze djelovanja 1:

U slucaju da gotovo svi ucCenici koriste simetrale duzina i kada je faza djelovanja brzo
zavrsena, stavite vec¢i naglasak na elemente u dokazu ili istraZivanje pomocu interakcije:

e Vezano za dokaz, mozete traziti da ucenici dokazu poucak o simetrali duzine i/ili
vezu izmedu toCke na Voronojevoj granici i tocke na simetrali duZine.

e MotZete traZziti da ucenici pomocu interakcije nacrtaju razlicite (zanimljive uzorke),
ali to ih moZe odvesti od cilja - potvrdivanja i institucionalizacije. U tome slucaju
predlazemo da ucenike vodite jasnim pitanjima kao Sto su: IstraZite moguce
situacije s 4 tocke (koliko razli¢itih uzoraka mozete pronaci? Kada se sve simetrala
sijeku u jednoj tocki? ...). Izazovite ih da ponude kriterije i/ili dokaze.
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Ukoliko neki ucenici nemaju potrebno predznanje ili ne znaju kako poceti, nastavnik bi
trebao postavljati pitanja kao Sto su: U kakvoj je vezi ovaj problem s uvodnim problemom
(primopredaja 1)? Kako se problem podjele podrucja izmedu dva izvora moZze povezati s
uvodom? Kako Cete se odluciti izmedu dvije zadane toCke? ZasSto? PredloZena pitanja
treba postaviti samo grupama ili pojedincima ako se ¢ini da veina studenata ima
potrebno predznanje. Nastavnik ne bi trebao drzati predavanja za svaku grupu odvojeno.
Nadalje, nije potrebno nadzirati grupu sve dok ne odgovore na takvo pitanje. Smatrajte to
malom devolucijom pojednostavljenog problema i dopustite ucenicima da djeluju,
formuliraju i potvrde. Ne pomaZzite im s daljnjim pitanjima i ne sugerirajte odgovor. Ako
vecina ucenika treba razmisljati o tim pitanjima, faza se treba skratiti i razredu se obratiti
se plenarno; to znaci da je pocetni problem bio pretezak ili nije bio jasno postavljen, Sto
treba nastojati izbjeci.

U slucaju da gotovo nijedna od skupina ne koristi simetrale duZina, raspravljajte o
predloZenim pitanjima plenarno, umjesto da idete od jedne do druge grupe.

Zapaizanja iz prakse
U fazi djelovanja ucenici su koristili sljedece pristupe:

Ucenici pocinju crtanjem
kruznica oko izvora vode.
Zatim povezuju tocke i
nastavljaju sa
simetralama duZina.
Tesko je vidjeti koja
podrucja pripadaju

Legend

e
®

i

Dry grass

Well

= Rocks

= 4km

kojemu izvoru i nije
sasvim jasno $to se
dogada kada se simetrale
(Cini se) sastaju.

v Black rocks
&

IS

_@2

®;

Legend

—
®

—y

Dry grass
Well
Rocks

4 km

Ovi su ucenici takoder
poceli crtanjem kruZnica,
povezivali su izvore
isprekidanim linijama i
oznacavali polovista. Cini
se da nastavljaju s
kruzZnicama koje dodiruju
polovista i crtaju (neke)
simetrale duZina.
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Ucenici linijama povezuju
izvore vode i crtaju
simetrale svih duZina.
Tesko je razabrati
podrudja koja pripadaju
izvorima, a nije jasno ni
Sto se dogada na
mjestima gdje se
simetrale sijeku (npr. sto
se dogada u crvenom
krugu).

X

Ucenici povezuju tocke i
crtaju polovista. Zatim
povezuju polovista i
oznacavaju podrudja.
Oznacena podrucja su

, ‘v gotovo sva tocna, ali jo§
O} e . . ,
E ®; uvijek ima nejasnoca.
5\ A Legend Nema simetrala duZina!
“2 [ = Drygrass
® Well
a— = Rocks
2 s = 4km
N Ucenici crtaju podrucja
pomocu zakrivljenih linija
bez ikakve matematicke
strategije.
L]
B
L
cprmd
E ]
-
m—a

43




Ucenici ponovno

@,
zapocinju povezivanjem
tocaka i crtaju simetrale
duZina kako bi oznacili
—— pOdFUC].a. Zbog vrlq
(M nepreciznog crtanja,
®, trojke simetrala koje bi se
Legend trebale sastati u jednoj
3 - Drygrass tocki, ne sastaju se.
6 Sl Postavlja se pitanje sto se
s R dogada u crvenom krugu.
e 4km
o Cini se da su ucenici
| .
nacrtali nekakve
simetrale duzina, ali ih
. ; nisu konstruirali precizno
(npr. simetrala izmedu 2 i
5je preblizu tocki 2).
®;
Legend
= Dry grass
® Well
— Rocks
e 4km
ol Cini se da je ovo savrseno
rjesenje. Strategija nije
vidljiva.
@®;
Legend
e | Dry grass
® Well
_— Rocks
] 4km
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\ - l Jasno rjesenje s vidljivim
\ : tragovima strategije koje
' ' su ucenici koristili.
. e ‘
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1 3 @3
| /
> \ Legend
o
} £ =
} ® Well
— - Rocks
@4 y et 4km
= Ucenici su skicirali duZine
l “" ” . 3
od oka” Priznaju da se ne
; mogu odluciti o nekim
‘ podrudjima (vidi upitnik).
Black rocks
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®
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| Well
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®
| 4 4 km
L

[z opaZanja prepoznajemo Cetiri razine postignuca:

1.
2.

Crtanje zakrivljenih linija "od oka".

KoriStenje nekog matematickog argumenta (kruznice ili polovista) koji ne dovodi
do strategije za cijelo podrucje.

KoriStenje simetrala duZina bez preciznih konstrukcija ili ne svih simetrala,
neprecizno.

Konstruiranje podrucja sa svim relevantnim simetralama duzina i ispravno
odredivanje svih podrucdja koja pripadaju izvorima vode.

Na temelju predstavljenih strategija u ucionici, nastavnik mora odluciti Sto se moZe
potvrditi i institucionalizirati za sve ucenike. Vazno je da se institucionalizacija temelji na
uCenickom radu i znanju vecine ucenika. U svakom slucaju, nastavnik mora izazvati
uCenike da pronadu nacine na koje mogu poboljSati manje ucinkovite strategije.
Nastavnik izabire ucenika koji su koristili razli¢ite strategije i dobili razliCite rezultate da
prezentiraju svoj rad i postavlja pitanje cijelom razredu: koje su slicnosti i koje su razlike?
Kako poboljsati i biti siguran? MoZemo li opisati opcu strategiju s kojom se svi slazu?
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Matematicke ideje koje je moguce institucionalizirati:
¢ Linija sukoba izmedu dvije tocke jest simetrala duzine koja povezuje te dviju tocke.
e Simetrale duzina odredenih s tri nekolinearne tocke sijeku se u jednoj tocki.

Alati za procjenu
Na kraju lekcije ili ubrzo nakon toga, sljedeci se zadaci mogu koristiti za kratku provjeru
znanja usvojenog tijekom provodenja scenarija:
1. Zadajte situaciju s tri tocCke i linijama sukoba te novu cetvrtu tocku i traZite od
ucenika da rekonstruiraju podjelu ravnine.

2. Zadajte situaciju s tri toCke i linijjama sukoba i traZite ih da stvore situaciju s
Cetvrtom tockom tako da rezultat nema jedno ili dva izolirana podrucja. Ako jedna
od traZenih situacije nije moguca, ucenici trebaju argumentirati zasto.

3. Zatrazite da ucenici opisuju i ilustriraju kako konstruirati podjelu ravnine s danim
tockama.

4. Ucenici trebaju u interakciji istraziti Voronojeve dijagrame s tri tocke i objasniti
zaSto (gotovo) uvijek vide podjelu na tri podrudja.

Preporuke za daljnje probleme vezane za linije sukoba

Nekoliko situacija iz stvarnoga Zivota u kojima (jednake) udaljenosti do objekata igraju
ulogu su teritorijalna podjela na moru i navigacija robota, npr. pronalaZenje optimalne
putanje za sigurno kretanje ili navigacija morem uz izbjegavanje radara ili neprijateljske
paljbe.

1. Robot se treba kretati po stanu. Koja je optimalna putanja? Kako robot moze
odrediti optimalnu putanju za kretanje po stanu?
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Mathematics Education -
Relevant, Interesting and Applicable .

2. U Kineskom moru postoji nekoliko otoka. Ti su otoci predmet teritorijalnih
sukoba: kako povudi granice na moru kako bismo odredili koji dio mora pripada
kojoj drZavi? (relevantno i zbog resursa koji se mogu iskoriStavati)

3. Ciklade su skupina otoka u Egejskom moru. Morski je teritorij podijeljen na devet
regionalnih jedinica juZnoegejskog podrucja najve¢im otocima Andros, Kea-
Kythnos, Milos, Mikonos, Naxos, Paros, Thira, Syros i Tinos. Kako biste podijelili
more s otocima na donjoj slici?
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4. Na sljedecoj slici je prikazana teritorijalna podjela Sjevernog mora. OpiSite kako

biste poduprli mogucu podjelu mora izmedu okolnih drzava.

20 15%W 10 50 a= S°E 10°E 15°E 20°E 25°E
I 1 L 1 1 1L L L L L

b

Finland

557N

459

Projectie: Europe Lambert Conformal Conic - ED 1950 — .. .

Nacela i RME perspektiva u scenariju

Relevantnost | primjenjivost
Razmatramo sljedece tri perspektive:
e Stvarni Zivot: ovaj kontekst povezuje ucenicka iskustva s granicama koje dijele
neko podrucje i pojam najbliZeg. Koncept Voronojevih dijagrama koristi se u
mnogim razli¢itim kontekstima bliskim interesima ucenika, primjerice nogometu:
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e Svijet rada: Voronojevi dijagrami bitan su koncept u mnogim disciplinama, na
primjer u biologiji (modeliranje stani¢nih struktura), u hidrologiji (izracunavanje
koli¢ine oborina u podrucjima), u ekologiji (obrasci rasta Suma), u kemiji (poloZaji
jezgara u molekulama) i u racunalnoj znanosti (prostorno planiranje i upravljanje
robotima).

e Daljnja istraZivanja: Prirodni nastavak scenarija je dokaz poucka o simetrali
duZzine: tocka lezi na simetrali duZine AB ako i samo ako je ta tocka jednako
udaljena od A i B (i stoga leZi na Voronojevoj granici). Ucenici takoder mogu
istraZiti razliCite probleme podjele geografske karte ili pronalaZenja optimalnog
puta za navigaciju robota. Drugi smjer je proucavanje tetivnih Cetverokuta i drugih
poucaka i svojstava koja se temelje na simetrali duZine (primjerice, moZete li
rekonstruirati trokut kojemu su zadane simetrale stranica?). Mogu¢i nastavak je
provedba scenarija Linije sukoba - parabola.

Ucenici istraZuju situaciju iz stvarnog Zivota i usporeduju razlicite strategije. RjeSenje se
oslanja na vizualizaciju i ponovno otkrivanje koncepta simetrale duzine. Kako bi razvili
pobjednicku strategiju, ucenici moraju smisliti kontekst i koristiti geometrijski jezik i
notaciju.

Pred ucenike je postavljen izazov da kriticki promisljaju o stavovima i brane svoje
razmiSljanje u slucajevima kada se Cini da se susrecu/sijeku tri ili viSe simetrala. Na kraju,
ucenici moraju na jasan nacin predstaviti svoje rezultate i komunicirati o svojim
strategijama.

Ovaj je scenarij prirodan uvod u proucavanje linija sukoba u razli¢itim situacijama u
geometriji ili u proucavanje tradicionalnijih tema u geometriji vezanih uz simetrale
duzina, trokute, tetivne ¢etverokute itd.

e Predznanje: Za pocetak istraZivanja ucenici bi trebali znati provesti geometrijske
konstrukcije pomocu trokuta i Sestara pri istrazivanju problemske situacije i
podjele ravnine. Za dokaz bi ucenici trebali znati nejednakost trokuta. Dokazi i
usporedivanje razli¢itih strategija zahtijevaju od wucenika da apstraktno
razmisljanje.

e Horizontalna matematizacija: U scenariju se od uCenika ocekuje da matematicki
modeliraju kontekstualni problem. Pri rjeSavanju problema ucenici moraju uociti
koji su podaci relevantni u situaciji (primjerice primijetiti da su crne stijene, suha
trava i stvarne udaljenosti nevaZne), a zatim modelirati problem koristeci
geometrijske pojmove: tocke, linije, udaljenosti, bliZze i dalje, simetrala duzine i
podjela ravnine. Ova aktivnost modeliranja dovodi ucenike u svijet matematike
gdje se mogu pojaviti nova pitanja i novi problemi.

o Vertikalna matematizacija: Provedba scenarija polaziSte je za daljnja matematicka
istrazivanja i generalizaciju. Ovisno o razini i interesu ucenika, jedno od novih
pitanja koje zahtijevaju dokaz jest da tocke jednako udaljene od dvije fiksne toCke
leZe na simetrali duZine odredene tim dvjema tockama te da razmisljaju o
konstrukciji simetrale duZine. Nadalje, stvara se potreba za istrazZivanjem uzoraka
koji se pojavljuju s tri tocke. Njihove simetrale duZina sijeku se u jednom trenutku.
S Cetiri se tocke pojavljuju drugi obrasci. Iz tih pitanja nastavnik moZe nastaviti s
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temama iz udzbenika koje koriste poucak o simetrali duZine za trokute kao i
daljnja istraZivanja u geometriji povezana s tetivnim poligonima. Drugi smjer za
nastavne lekcije moZe biti upotreba koncepta linije sukoba za istrazivanje
definicije i karakteristika parabola (vidi MERIA scenarij Linije sukoba - parabola).

Zakljucak

Ovaj scenarij ilustrira kako problem u kontekstu pustinje, koji je bogat i dostupan
uCenicima potice osmiSljavanje strategija rjeSavanja i prikazivanja kao S$to su
koncentri¢ne kruznice, polovista i linije razdvajanja uz koriStenje jezika poput "biti
najblizi". Ovi elementi mogu se koristiti za nadogradnju matematike simetrala duZina i
podjelu ravnine kroz procese horizontalne i vertikalne matematizacije. UCeci ove pojmove
kroz primjenu, ucenici lako mogu uvidjeti potencijal njihove primjene i u drugim
situacijama.
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MERIA Modul “Oglas za posao”

Scenarij poucavanja

Ciljano znanje

Odrediti, razlikovati, odabrati mjeru srednje vrijednosti (aritmeticka
sredina, mod, medijan) i odlucivati na temelju mjera srednje vrijednosti.

Siri ciljevi

Analiza podataka. Prikaz podataka pomocu histograma i drugih
grafickih prikaza. Racunanje statistickih mjera sa ili bez tehnologije.
Razumijevanje problema i pogreSnih predodzbi koje se pojavljuju u
statistici.

[strazivacke vjesStine: izrada i vrednovanje odluka utemeljenih na
argumentima, usporedivanje razliitih nac¢ina razmisljanja, tumacenje
podataka i formuliranje zakljucaka.

Interdisciplinarne vjeStine: studenti mogu povezati statisticke
probleme sa svakodnevnim situacijama i situacijama u gospodarstvu.
Uce cijeniti koriStenje matematickog rasudivanja pri odlucivanju.

tvrtke.

odluke?

Tvrtke traze nove zaposlenike. Oglasom Zele
privu¢i buduce zaposlenike pa su u oglas stavili
podatak o prosjecnoj mjesecnoj placi zaposlenika
U
Job_advertisement_data.xlsx) imate platne liste
triju tvrtki i za svaku od njih izracunatu prosjec¢nu
mjesecnu placu.

U kojoj tvrtki biste traZili zaposlenje? Obrazlozite
svoju odluku matematicki.

Pri tome razmotrite: Koja placa dijeli zaposlenike u dvije skupine iste veli¢ine? Koja
pla¢a najbolje reprezentira platnu listu i na koji na¢in moZe utjecati na donoSenje

Potrebno [zracunavanje aritmeticke sredine. Osnovne vjeStine u koriStenju

matematicko | raCunala: manipuliranje proracunskim tablicama programa Excel ili

predznanje sli¢no (npr. Google tablice ili OpenOffice); koriStenje osnovnih naredbi
za izraCunavanje zbroja i prosjeka; graficki prikaz podataka
(histogrami, tockasti dijagram ...)

Razred Dob 15-18 g, 1.- 4. razred srednje Skole (nakon uvodenja aritmeticke
sredine)

Vrijeme 45 minuta. (moZe se produljiti na 90 minuta)

Potreban Racunalo, odgovaraju¢i racunalni program (Excel, Google tablice,

materijal OpenOffice, GeoGebra ...). Skup podataka, koji se u nastavku spominje
kao "platna lista". Skup podataka je dodan scenariju kao xlsx datoteka.

Problem:

materijalu (datoteka
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Faza Postupci nastavnika, | Postupci i reakcije ucenika
ukljucujuci upute
Primopredaja | Nastavnik/ca predstavlja | Ucenici sluSaju i postavljaju
(didakticki) problem ucenicima i daje im link | pitanja.
na Excel listu s podacima (3 platne
5 minuta liste). Upucluje ih da Kkoriste
tehnologiju (alate za graficki
prikaz i za analizu podataka) pri
analizi, usporedivanju podataka i
donosSenju svoje odluke.
Nastavnik/ca organizira ucenike
u skupine od 2-3 ucenika.
Akcija Nastavnik/ca obilazi ucionicu i | U¢enici unutar svojih grupa
(adidakticki) | promatra, pomazu¢i samo u | diskutiraju koju tehnologiju i koju
slucaju nekih tehnickih poteskoc¢a | "matematiku” ¢e Koristiti te kako
20 minuta (ali ne s nacCinom KkoriStenja | Ce organizirati svoj rad.
programa).
BiljeZi razlicite strategije koje
ucenici koriste.
Formulacija Nastavnik/ca trazi ucenike da | Ucenici organiziraju i saZimaju
(adidakticka) | organiziraju svoj rad i formuliraju | svoj rad.
odluke.
5 minuta
Potvrdivanje | Nastavnik/ca odabire nekoliko | Ucenici ukratko obrazlaZzu svoj
(didakticki / | u¢enika da ukratko prezentiraju | rad.
adidakticki) svoja rjeSenja - odluke. Ostali ucenici slusaju i diskutiraju.
10 minuta
Institucionaliz | SaZima rad ucenika i generalizira: | U¢enici sluSaju i postavljaju
acija Kako odabrati broj koji najbolje | pitanja.
(didactical) reprezentira skup  podataka,
odnosno navodi mjere srednje
5 minuta vrijednosti - aritmeticku sredinu,

medijan i mod te kako se
odreduju. Naglasava da ne postoji
jedinstveni odgovor na dani
problem, ali se u rjeSenju treba
navesti koje nam razlicite
informacije daje svaka od mjera
srednje  vrijednosti. Utvrduje
njihove prednosti i nedostatke,
utjecaj podataka na aritmeticku
sredinu, medijan i mod.
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Moguci nacini
da ucenici
realiziraju
ciljano znanje

Aritmeticka sredina i medijan:
o Mozda ¢e neki u€enici odmah znati Sto treba raditi (ako su

negdje ve¢ culi za pojam medijana i moda) i zapoceti s
analizom i grafickim prikazom podataka uz Kkoristenje
tehnologije te pomoc¢u poznatih alata za analizu podataka
izraCunati aritmeticku sredinu (zapravo provjeriti, jer
informacija o aritmeti¢kim sredinama postoji u tablici, ali ne
i formula za izracun) i medijan za svaku platnu listu. Oni ¢e
usporediti sve tri liste i uociti utjecaj velikih, udaljenih
podataka na aritmeticku sredinu i medijan, te donijeti
odluku koju tvrtku izabrati.

Tvrtka A Tvrtka B Tvrtka C
Arit. sredina 4939,98 5138,04 4992,6
Medijan 4774,5 5241 2293,5
Raspon 13038 2826 28394
Minimum 1500 3165 1593
Maksimum 14538 5991 29987

o Neki ¢e ucenici promatrati tablice, sortirati podatke i tako

sami otkriti kako prona¢i traZeni podatak u sredini
(medijan). Ovi ¢e ucenici uociti da medu sortiranim
podacima u tablicama, osobito u platnoj listi C, postoje neki
veliki podaci (u odnosu na ostatak skupa podataka) i istraziti
Sto se dogada s aritmetickom sredinom i medijanom sa i bez
njih. Kao posljedicu toga, oni ¢e nauciti prednosti i
nedostatke svake od mjera srednje vrijednosti

Neki ¢e u€enici samo graficki prikazati podatke s platnih lista
i na osnovu prikaza donijeti zakljucke. Ti ¢e ucenici mozda
koristiti brkate kutije (dijagram pravokutnika, box and
whisker plot) iz kojih se moze ocitati medijan, kao i ostali
potrebni podaci te donijeti svoju odluku. Takoder, veliki ili
udaljeni podaci se lako uoce u brkatoj kutiji pa mogu odrediti
njihov utjecaj na aritmetic¢ku sredinu i medijan.

# XX X

0 5000 10000 15000 20000 25000 3000c
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o Neki ¢e ucCenici nacrtati histograme podataka i uoditi
udaljene podatke. Promatrajudi histograme, mozda ¢e dobiti
ideju Sto se deSava s prosjekom ako se veliki podaci
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e Kako bi ucenici mogli otkriti mod, nastavnik moZe potaknuti
zaokruZzivanje podataka ili graficki prikaz podataka u obliku koji
ukljuCuje raspodjelu podataka po razredima (npr. histogram).
Nakon toga, oni ¢e izracunati mod za svaku platnu listu (ili procitati
vrijednost iz npr. histograma) i popraviti svoju prijasnju odluku o
tome koju tvrtku odabrati, bez obzira na koji su nacin odredivali
aritmetic¢ku sredinu i medijan.

Objasnjenje materijala

Ucenici Ce dobiti platne liste za 50 zaposlenika triju tvrtki i za svaku od njih izracunatu
prosjecnu mjesecnu placu. Podaci nisu sortirani. Od u€enika se oc¢ekuje da dodu na ideju
sortiranja dobivenih podataka i prikaZu ih na neki nacin graficki.

ili se zadatak moZe predstaviti u obliku oglasa koji su tri tvrtke objavile u novinama.
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Varijacije temeljene na didaktickim varijablama

Skup podataka o pla¢ama ucenici mogu dobiti u digitalnom obliku ili i u digitalnom i
papirnatom obliku. U¢enike moZemo uvesti u problem s podacima u papirnatom obliku,
ali samo kao temelj za pocetno razmisljanje o problemu i u kojem smjeru treba krenuti,
jer su u ovom scenariju ucenici obavezni koristiti tehnologiju.

Varijacije su moguce u organizaciji rada u razredu: rad u paru ili troflanim skupinama.
Vece se skupine ne preporucuju zbog koristenja tehnologije.

Moguca je i mala varijacija u vremenu i to u fazi djelovanja i formulacije.

Kako bi se drZzali ciljanog znanja, ne preporucuje se mijenjati zadani skup podataka.

U slucaju da ucenici imaju poteskoca u koriStenju programa Excel ili druge tehnologije za
sortiranje i rad s podacima, skupovi podataka se mogu unaprijed sortirati. Druga je
mogucnost da se na jednom od sati koji prethode ovoj aktivnosti napravi kratki uvod u
proracunske tablice (Excel).

Ako su ucenici ve¢ upoznati s mjerama srednje vrijednosti, moguce je prosiriti ciljano
znanje na:

e Uvodenje mjera rasprsenja (varijance)

e Kuvartile kao dio mjera rasprsenja

e Graficki prikaz (brkata kutija)

Zapazanja iz prakse
Ucenici su sortirali podatke i prikazali ih graficki na sljede¢i nacin:

Podjetje A B 40000
20000 10000 20000
mm»m’m/m |
0 (O ] 0
1 61116212631364146 1 61116212631364146 1 7 13192531374349

Na x osi su prikazani zaposlenici od 1. do 50., a na y osi place zaposlenika.

[ na ostalim grafickim prikazima su zaposlenici na horizontalnoj osi, a place na vertikalnoj
osi, a razlog je tome vjerojatno taj Sto sam program Excel nudi takav prikaz. Takoder su
dane i informacije o razlikama izmedu tri tvrtke.

Graficki prikaz placa u
tvrtki A koji jasno
pokazuje jednu
ekstremnu vrijednost.
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O
Slican je graficki prikaz .
za tvrtku B koji pokazuje
konstantnije rasprsenje s
nekoliko niskih placa.
Jedan je ucenik dao
prednost ovoj tvrtki za
prvi posao jer se odmah

na pocetku dobro
zaraduje.

Graf za tvrtku C pokazuje
veliki broj niskih placa,
nekoliko visih i jednu
ekstremnu vrijednost.
Jedan se ambiciozni
ucenik opredijelio za
tvrtku C.

Ucenica ima neko
predznanje u analizi
podataka. Grupirala je
podatke za svaku tvrtku i
prikazala ih koristeci
histogram. Za prikaz
podataka i donosenje
odluke dodatno je
koristila i “brkatu kutiju”.

56



2o
18
1

[

[CITI S I ]

45

an

35

EL

25

dul

15

i

= -

D -

35000

20000

25000

20000

15000

10000

SO0

[21E5, 2745]

|1593, 7593

(3745, £325]

(4325, 4905) {4505, 54E5)

(7593, 13593] (13594, 19583] (19533, 25593]

(T3

Chart Title

|

14
1
1
_-

|S4E5, BOES]

{25593, 21553

57




Kada su ucenici trebali formulirati rezultate svog racunanja mjera srednje vrijednosti,

dobili su razlicite brojeve, primjerice:

oo e e BI Be.- d'e'

2065

Wyflie ol

_A S-Uétf his A,’ p.aféog' olfeﬂé/f
Z B S0 A
~(: 191 C:

Ucenici su gledali plac¢u
koja je u danom skupu
placa najbliza izracunatoj
srednjoj vrijednosti. Za
njih je to broj koji najbolje
reprezentira taj skup
podataka. Njihov je
odabir tvrtka B jer je
najmanja plaéa u toj
tvrtki najveca u odnosu
na najmanje place u
ostalim tvrtkama..

Pouprelnal placa:
POMETIE A' QIO €
PODETIE B 5128 £
PODJETIE C° 4992 €,
K¢ i e 2apos 1

\ mdgeﬂj\;k %

zasa| 1

Rex _:ge many odsithanion o Poupreéme pace .

Ucenici ponovo gledaju
dane prosjecne vrijednosti
i njihov je izbor tvrtka B
jer se place u toj tvrtki
najmanje razlikuju od
srednje vrijednosti.
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A 8 | ¢ [ © : F | e [ u ! ) Ucenici su naglasili place
25 |21 4583 1= ASDE) z 2115 . - .
26 s asz2 o s10 - 2115 koje dijele platnu listu na
27 (11 4635 22 5172 1z 2205 . .. .
2n asss = s208 = 2238 dva jednaka dijela i
29 |13 AF55 @ 5223 22 2371 aye Iy . e
0. s754 s2s 2316 odredili medijan koristeci
31 [ss 4853 T 5310 13 2343 . . .
32 s soss B = = 235 Excel. Oni biraju tvrtku B
33 = 5084 = 54D5| 7 2355 . . . ,= .. .
Ery s sa0s 267 jer ima najveci medijan i
35 |za 5133 22 5445 7 2505 . ’ . v 7
30 siss - sas 2534 najvecu prosjecnu placu.
37 2 5211 21 S4ET| 1 2545
38 13 5265 22 5511 23 2645|
39 (= 5454 =] 5538 25 2757
A0 |39 5457 5550| 27 2720
41 (27 5580 15 SSEE| 2 2ET1]
A2 o 5534 El 55E8| 21 2525
43 |a1 55991 ul 5637 & 2540
A4 |1 E053 = 5670 21 2573
45 |1 56458 20 5673 = 2575
46 |43 5531 B 5700| = 15225
A7 6585 1= 5766 15 15753
48 G660 3 5775 15203|
49 [« 5758 3z 5825 2= 16055]
50 |4 T101 21 5843 = 16104]
51 [z 2450 1 5857 a7 16158|
52 |« 10113 3% 557§ 25 17421
53 |as 10131 2 5979 1= 17550|
54 |19 14538 15 =i 1= ZODET|
55 [median 4775 median 5241 median 2284

Nastavnik Koristi ove razlicite izracune za usporedivanje i diskusiju, pred plo¢om:

Alati za procjenu
1. Odredite aritmeticku sredinu, medijan i mod za sljedece skupove podataka:
a)4,4,4,5,6,6, 20 b) 4,4,4,5,6,19
Odgovor:
a) A. sredina = 7, Medijan = 5, Mod = 4
b) A. sredina = 7, Medijan = 4.5, Mod = 4

2. Ujednoj tvrtki gotovo svi radnici imaju istu placu osim rukovoditelja koji zaraduje

10 puta vise. Koja je najbolja mjera srednje vrijednosti? ObrazloZite.
Odgovor: Medijan zbog ekstremne vrijednosti (velike place) .
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3. Sljedeci brojevi su rezultati testa (od 100 mogucih bodova) za 45 ucenika.

59 32 81 70 71 72 83 92 95
61 69 59 91 84 73 74 66 77
70 67 65 58 59 78 93 95 50
62 67 92 65 54 90 92 79 62
75 83 98 71 83 67 59 46 64

a) Odredite aritmetic¢ku sredinu, medijan i mod skupa podataka.

b) Sto mislite, je li medijan dobro reprezentira dobivene rezultate? ObrazloZite!

c) Vas je rezultat 58. Koju Cete mjeru srednje vrijednosti odabrati za usporedbu
prilikom prezentiranja svog rezultata vasim roditeljima?

Odgovor:

a) Mod: 59, Medijan: 71, A. sredina: 72.3

b) Dobra je mjera medijan, ako se uzme da su 32 boda ekstremni, udaljeni podatak.

c) Ako ucenik hoce prikazati roditeljiima da njegov rezultat nije daleko od srednje
vrijednosti, najbolja je mjera mod.

4, Zelite odabrati mjesto za ljetni odmor, a jedine podatke koje imate su mjere
srednjih vrijednosti dnevnih temperatura u C° mjerenih 90 ljetnih dana u podne:

A B C
Arit. sredina 32.5 32 33
Medijan 26 32 26
Mod 20 31 26

Sto nam ove vrijednosti govore o klimi na svakoj od lokacija?

Preporuke za daljnje probleme vezane uz mjere srednje vrijednosti

Sljede¢i bi problem mogao biti sliCan poCetnom: Dane su liste s ocjenama nekoliko
ucenika. Koja mjera srednje vrijednosti najbolje opisuje njihove ocjene?

Ova bi aktivnost mogla voditi viSe prema koristenju grafickih prikaza kao Sto su brkata
kutija, histogram i sl. ukljuc¢ujudéi i mjere rasprsenja.

[sto tako, u€enici mogu dobiti, umjesto tablica, graficke prikaze placa sa slicnim zadatkom
kao u ovom scenariju. Takoder, od ucenika se moze traZziti da sami pokusaju pronaci
situacije u kojima neka od mjera - aritmeticka sredina, medijan ili mod najbolje
reprezentira tu situaciju.

Primjeri:
1. Morate donijeti odluku kako i¢i u Skolu: autobusom, vlakom ili biciklom.

Pronasli ste neke podatke o gradskom prijevozniku. Neki su od podataka o
potrebnom vremenu u minutama(zaokruZeno na cijeli broj) od Skole do kuce
dobiveni na osnovu iskustva. Na srecu, niti Skola niti kué¢a nisu daleko od
autobusne i Zeljeznicke stanice. Podaci o potrebnom vremenu su prikupljani 12
mjeseci. Pored ovih podataka moZete koristiti i neke druge varijable (kao cijena i
sl.). Donesite odluku o nacinu prijevoza do Skole i obrazloZite.
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Autobusom | Vlakom | Biciklom
a. sredina 20 12 19
Ponedjeljak | medijan 14 13 19
mod 15 12 19
a. sredina 19 18 19
Utorak medijan 13 12 18
mod 14 13 18
a. sredina 18 12 18
Srijeda medijan 12 13 17
mod 14 12 18
a. sredina 19 14 18
Cetvrtak | medijan 12 12 18
mod 15 13 18
a. sredina 24 19 20
Petak medijan 20 14 19
mod 19 15 20

Ucenici bi trebali diskutirati o ovoj situaciji s vlastitog stanovista. Mogu primjerice
reci da ¢e sve dane osim petka i¢i autobusom ili da odluka ovisi o godiSnjem dobu.
Mogu pretpostaviti da autobusi voze CeSce nego vlakovi ili da kod bicikla nema
¢ekanja. Takoder mogu uzeti u obzir i cijene.

. Sljedeci graf prikazuje broj ucenika koji su postigli odredenu ocjenu.

16

12 -

Broj uc¢enika
co
|

3
Ocjena

a) Koja se jedina mjera srednje vrijednosti moZe lako ocitati s grafa?

b) Odredite sve mjere srednje vrijednosti i obrazloZite postupak.

c) OpiSite i komentirajte rezultate testa koriste¢i mjere srednje vrijednosti.
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Nacela i RME perspektiva u scenariju

U ovom scenariju mjere srediSnje tendencije proizlaze iz analiziranja i organiziranja
eksperimentalnih podataka o placama.

Ucenje kroz primjenu omogucuje ucenicima bolji uvid o moguénostima primjene svojih
statistickih znanja i vjeStina. Ovaj scenarij razvija sposobnosti argumentiranja statistickih
rezultata i njihovu kriti¢ku interpretaciju.

Na nastavnim satima koji slijede moglo bi se dodatno razraditi mjere sredi$nje tendencije
u drugim kontekstima i ukljuciti mjere rasprsenja te graficke prikaze poput brkate kutije
i histograma.

Ucenje kako i kada nesto primijeniti posebno je vazno za statistiku, jer se ona Kkoristi u
raznim disciplinama (npr. eksperimentalnoj fizici, dru$tvenim znanostima, kemiji,
psihologiji, medicini ...). Osim toga, u svakodnevnom Zivotu ucenici se ¢esto suocavaju s
rezultatima statistickih istrazivanja (npr. u novinama, ocjenama u skoli).

IstraZivanje je ukljuceno u sve faze. UCenici bi trebali ste¢i istrazivacke navike i ceSce se
stavljati u situacije u kojima ¢e raditi na ovaj nacin. Stoga, razvijaju¢i matematicke
kompetencije, razvijaju i istrazivacke vjestine. Tijekom provedbe scenarija studenti e
sustavno eksperimentirati, organizirati podatke, donositi odluke, suradivati i
komunicirati. IstraZivacke vjestine treba ukljuciti i u institucionalizaciju, posebno vjeStine
organiziranja, strukturiranja i sazZimanja podataka.

Scenarij mozZe biti dio veéeg skupa nastavnih sati o statistici i prikazivanju podataka.

e Prethodna znanja: Od ucenika se ocekuje da znaju koristiti Excel za neke
elementarne manipulacije podacima poput sortiranja, prikazivanja i racunanja.
Nadalje, polazimo od aritmeticke sredine kao preliminarnog znanja ucenika.

e Uvod: Problem se moZe uvesti predstavljanjem osobe, koja je tek zavrsila studij i
traZi posao. U novinama je pronasla tri oglasa za posao, za tri razlicite tvrtke, koji
joj zvuce zanimljivo. Istrazuje informacije o placama u tim tvrtkama i usporeduje
mogucnosti zaradivanja u svakoj tvrtki. Kako donijeti odluku?

e Horizontalna matematizacija: Kontekst omogucava studentima KkoriStenje
njihovog osnovnog jezika za opisivanje karakteristike podataka prilikom
matematizacije problema. Rijeci koje se koriste su: ekstremi, poredak, raspon,
mnogi, gotovo isti, razlike. Takoder osjecaju potrebu za grafickim prikazom ili
organiziranjem podataka u intervale, budu¢i da je veliki skup podataka teSko
pregledati ili analizirati. Ovaj jezik i prikazivanje podataka pomaZu im da udu u
svijet statistike i poveZu je s realnom situacijom.

® Vertikalna matematizacija: OcCekivana raznolikost ucenickih obrazloZenja moze se
koristiti u fazama vrednovanja i institucionalizacije kako bi se formalno uvele
statisticke mjere srednje vrijednosti, njihovo racunanje i koriStenje. Daljnja
istraZivanja mogla bi se usmjeriti na odnose izmedu grafickog prikaza podataka i
mjera rasprSenja, vezanih uz te mjere srednje vrijednosti, te na nacin kako
ucinkovito koristiti tehnologiju u statistici. Na meta razini, takoder je vazno
ukljuciti ucenike u nacin na koji se statistika koristi za saZimanje podataka te
donoSenje odluka i predvidanja o svijetu oko njih.
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MERIA Modul “Tobogan”

Scenarij poucavanja

Ciljano znanje

Konceptualno razumijevanje nagiba krivulje kao nagiba tangente.

Siri ciljevi

Matematicko modeliranje tobogana pomocu grafova funkcija.
[zraCunavanje nagiba (derivacija funkcije) ruc¢no ili pomoc¢u ICT-a.
Smisleni uvod u diferencijalni racun.

[strazivacke vjeStine: eksperimentiranje s razli¢itim grafovima
funkcija na papiru i koristenjem ICT-a, ponavljanje procesa za
poboljSanje rjeSenja, usporedivanje razli¢itih strategija, obrazlaganje
karakteristika dobivenog rjeSenja.

Interdisciplinarne vjeStine: ucenici mogu povezati svoje iskustvo
glatkoce fizickih objekata s matematickim pojmovima tangente na
krivulju i derivacijom funkcije. Matematicki modeli mogu se koristiti
za izradu 3D objekata ispisivanjem na 3D pisacu (ICT vjesStine) ili
proizvodnjom s drugim materijalima (zanati).

Potrebno Grafovi i jednadZzbe pravca i nekih nelinearnih krivulja (kruznica,

matematicko | parabola ili graf eksponencijalne funkcije)

predznanje

Razred Dob 16-18, razred 10 -12 (kad se uvode derivacije)

Vrijeme 60 - 90 minuta, dva Skolska sata

Potrebni Papir, olovka, ICT - program dinami¢ne geometrije kao $to je GeoGebra

materijal (Upotreba ICT-a nije neophodna, ali uvelike povecava iskustvo
ucenika)

Problem:

Promotrite slike skijaSke

skakaonice i djecjeg tobogana.
Oboje se sastoji od zakrivljenog
dijela na gornjem ili donjem
dijelu i jednog ravnog dijela u

sredini. Primijenite matematikui |

dizajnirajte takav oblik. RjeSenje
neka se sastoji od jednog ravnog
i samo jednog zakrivljenog dijela.
Pazite da spustanje ne bude

neugodno.

Skijaska skakaonica Holmenkollen u Oslu, Norveska, fotograf Mathias

Uvedite koordinatni sustav i geang, i djedji tobogan.
pronadite jednadzbe za jedan
zakrivljeni dio i pravac.

Napomena: Za duZu lekciju, sa viSe aktivnosti modeliranja, izostavite posljednju
reCenicu iz opisa zadatka (vidite modul za dodatnu fazu).
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https://en.wikipedia.org/wiki/Holmenkollen_ski_jump
https://commons.wikimedia.org/wiki/User:Mathias-S
https://commons.wikimedia.org/wiki/User:Mathias-S

Faze Postupci nastavnika, Postupci i reakcije uc¢enika
ukljucujuci i upute
Primopredaja | Nastavnik predstavlja problem. Ucenici se dijele u parove ili
(didakticki) troClane grupe.
Nastavnik isti¢e da u€enici trebaju
5 min dizajnirati glatki spust tobogana. | Ucenici se zainteresiraju za
problem.
Nastavnik osigurava da se ucenici
koncentriraju na samo jedan
zakrivljeni dio i ravni (linearni)
dio u sredini.
Djelovanje Nastavnik uocava ucenicke ideje, | Ucenici skiciraju spust i uvode
(adidakticki) | strategije i zakljucke. koordinatni sustav.
20 min Ako ucenici ne shvate da se dva | Pristupi u¢enika najceS¢e se mogu

dijela trebaju spojiti glatko,
nastavnik treba raspraviti to
pitanje.

Ako nakon 10 minuta nema
nikakve ideje za odabir modela
zakrivljenog dijela nastavnik
podsje¢a ucenike na oblik grafa
funkcije y = x? i/ili

y=cosx (ne podsje¢a na
Kruznicu) i situacija postaje
didakticka.

Ako su ucenici dosli do rjeSenja s
kruznicom, problem s kojim mogu
nastaviti je: ,Sto ako promijenite
kut ili Sto ako promijenite tocku u
kojoj se pravac i kruZnica sastaju?
Kako ¢e se promijeniti jednadZba
pravca?

Nakon toga, nastavnik ¢e od grupe
uCenika traziti da pronadu
rjeSenje u kojemu krivulja nije
kruZnica.

opisati u jednoj od slijedecih

kategorija:

1. Pristup pomoc¢u granicne
linije: ucenici odabiru slobodni
pravac i pomicu ga
(translatiraju i rotiraju) dok ne
izgleda kao da postoji samo
jedno sjeciste u podrucju koje
promatraju.

2. Pristup pomocu sekante:
ucenici odabiru jednu toc¢ku na
krivulji - tocku u kojoj Zele
odrediti  tangentu; zatim
odabiru jo$ jednu toCku na
krivulji i pomicu drugu tocku
bliZe prvoj kako bi dobili glatki

prijelaz.

3. Pristup pomocu linearne
aproksimacije: Ucenici
odabiru jednu toCku na

krivulji, crtaju pravac i zatim
pokuSavaju prilagoditi nagib

tako da pravac najbolje
odgovara krivulji.
Neki ucenici mogu koristiti

kruznicu kao krivulju i ¢injenicu
da je tangenta okomita na radijus.
Ovo rjeSenje ¢emo zvati rjesenje s
kruZnicom.
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U nastavku pogledajte pojedinosti
o ovim (kategorijama) pristupa u
odjeljku Moguci nacini da ucenici
ostvare ciljno znanje.

Formulacija Ucitelj trazi od wucenika da | Ucenici formuliraju rezultate
(adidakticki) | formuliraju svoje rezultate. Dok | unutar svoje skupine. Neke
ucenici rade na tome, nastavnik | skupine  predstavljaju  svoja
15 min bira grupe s razli¢itim pristupima | rjeSenja.
koji ¢e predstaviti svoja rjeSenja.
Potvrdivanje | Nastavnik pita:,Kako znamo da je | U€enici objaSnjavaju zasto je neko
(didakticki) rjeSenje dobro? Postoji li najbolje | rjeSenje dobro i mozZe li jedno biti
rjeSenje?” bolje od drugog.
10 min
Ako su uclenici samo vizualno |e Vizualno potvrdivanje: Neki ¢e
potvrdivali svoje rjesSenje, se ucenici osloniti na vizualnu
nastavnik moze predloZiti procjenu dizajna; ako izgleda
numericke pristupe za dobro, onda je dobro. Takoder
potvrdivanje. ucenici mogu zumirati
krivulju.
e Algebarsko potvrdivanje:
UcCenici mogu  izracunati
toCku(e) presjeka algebarski i
mozda vidjeti da je ona lokalno
jedinstvena.
e Numericko potvrdivanje:
Ucenici mogu izraCunati i—z za
dvije tocke na krivulji i vidjeti
je li to pribliZno nagib njihovog
pravca.
Ako su ucenici radili na rjeSenju s
kruznicom 1 odredili tangentu,
trebali bi biti sigurni da imaju
najbolje rjeSenje 1 objasniti zaSto
(geometrijski dokaz i/ili algebarski
ili oboje).
Institucionaliz | Nastavnik diskutira zapis | Neki Ce ucCenici spominjati nagib.
acija tangente na nacin koji odgovara | Neki mogu  koristiti  rijec
(didakticki) rjeSenjima do kojih su dosli | ,tangenta“ ili tipku za tangentu u
ucenici. GeoGebri.
10 min Ucenici slusaju i zainteresirani su

Nastavnik isti¢e jedno ili vise od

sljede¢ih stajaliSta o nagibu
krivulje u tocki:
a) najbolja lokalna

aproksimacija slijedi vizualno
potvrdivanje

za ratunanje najboljeg rjeSenja za
proizvoljne oblike i krivulje.
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b) lokalno jedinstvena granicna
linija - jedna tocka presjeka
slijedi algebarsko
potvrdivanje

c) klasi¢na definicija koja koristi
sekantu i limes kvocijenta
diferencija slijedi numericko
potvrdivanje

Ako su neki ucenici dosli do
rjeSenja s kruznicom raspravlja se
o ideji tangente na ostale krivulje.
Nastavnik istice da je najbolje
rjeSenje za kruZnicu tangenta i da
su ucenici zapravo aproksimirali
tangentu za ostale krivulje.

Moguci nacini
da ucenici
ostvare
ciljano znanje

ViSe je mogucnosti $to u€enici mogu Ciniti, na primjer:
1. Pristup pomocu granicne linije
Ucenici odabiru na primjer y = x?

Algebarsko potvrdivanje: ,
promatrajuci familiju pravaca
y=x+b 2

Grani¢na  linija  dobiva  se
eliminacijom varijable y:
x? =x+b.

Jednadzba ima jedinstveno rjeSenje T o 1 2
ako je diskriminanta
jednaka nuli:

1+4b=0.

Dakle b = — % daje glatki tobogan.

2. Pristup pomocu sekante:
Ucenici fiksiraju jednu toCku na
krivulji, tocku u kojoj ¢e poloziti
tangentu. Zatim odabiru jo$ jednu
tocku na Kkrivulji, crtaju pravac
kroz te dvije tocke i pomicu drugu
tocku bliZe prvoj kako bi dobili

glatko  spajanje.  Sto  blize

odaberemo tocku to je

aproksimacija bolja. Ovaj pristup najbolje funkcionira s ICT-om.
3. Pristup pomocu linearne aproksimacije:
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Na primjer, u¢enici odabiru y = x?2 i .
tocku (1, 1) kao tocku u kojoj

krivulja prestaje i pocCinje pravac :
y=ax+b. Mogu pogoditi da je
a>1 i pokuSavati s razli¢itim
vrijednostima (od kojih je a =
2 tocna). PokuSavanje znaci
skiciranje ili crtanje grafova.
Ucenici zapisuju jednadzbu pravca ~ /A i

y = ax + b, aiz poznate tocke pravca zakljucujua + b = 1 pa za
svaki odabrani nagib pravca mogu izraCunati b.

Neki ulenici mogu odrediti

aproksimaciju koeficijenta a

Koristeci dvije tocke na nacrtanom

pravcu i racunajuci i—z.

Numericki primjer: ucenici mogu
Ay 0.6

odreditia = —==—= 2.
Ax 0.3

Zatim iz a+ b =1 slijedi b =—-1. 12
Potvrdivanje je vjerojatno vizualno,
ali moZe biti napravljeno i ¢
numericki, moguce uz sugestiju
nastavnika, budu¢i da je metoda os
sli¢na. Ucenici mogu odabrati dvije 0. 1 12 14 16

Ay

AX

tocke na paraboli i izracunati i—i; na primjer (1,1) i (1.1,1.21).

Tada je 2—1 =22 — 21 5%to je blizu prethodnom rezultatu.

0.1

Ucenici mogu potvrditi rjeSenje racunajuéi sjeciSte pravca i
parabole (algebarsko potvrdivanje). Ako su ucenici upoznati s
kvadratnim jednadZbama i diskriminantom mogu nastaviti
rjeSavajuci sustav jednadzbi:
y=x%y=ax+1-—a,
idobitix? —ax+a—1=0.
Jednadzba ima jedno rjesSenje ako je diskriminanta jednaka 0:
a?—4(a—-1)=0 > a=2.

RjeSenje s kruznicom

UCenici odabiru kruZnicu. Ucenici koji biraju kruznicu mogu
odabrati na primjer kruznicu x? + y%2 = 1 i tocku (‘/z—i,g), koja
odgovara kutu od %‘ Ako znaju da je polumjer kruznice okomit na

tangentu, mogu odrediti koeficijent smjera pravca a = —1. Nakon
toga mogu odrediti jednadZbu tangente.
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Kada nastavnik trazi da odaberu ~J
drugu tocku, ucenici mogu odrediti B(x.y)
kvocijent diferencija a tangente

pomocu kvocijenta  diferencija 05
pravca na kojem lezi radijus, a k011
. y x

je . Dakle a——;——m
(opcenito), ali ucenici ¢e vjerojatno
ovo napraviti za neku konkretnu
tocku. Ovo razmatranje moZe

postati jednostavnije ako ucenici
znaju i koriste vektore.

Uz primjenu ICT (GeoGebra ili neki sli¢ni program)

Ako ucenici koriste neki program dinami¢ne geometrije ili neki
drugi program vjerojatno Ce slijediti iste korake u zakljucivanju
kao i bez primjene ICT-a. Razlika je u tome Sto ICT racuna
jednadZbu pravca brZe i crta to¢an graf odabrane krivulje. U¢enici
¢e moci prouciti viSe primjera u kratem vremenu i uociti stvari
koje ne mogu s olovkom i papirom. Na primjer:

e Neki ucenici u GeoGebri mogu pronaci tipku za tangentu i
krenuti od toga.

e Ucenici mogu nacrtati krivulju i proizvoljni ,dobar“ pravac
tockom krivulje i nekom drugom tockom. Mogu zumirati i
provjeriti izgleda li nacrtani pravac dobro. Mogu pomicati drugu
toCku da dobiju bolje rjeSenje. Mogu odabrati rjeSenje koje im
najbolje izgleda i procitati jednadzbu pravca koriste¢i ,alat za
mjerenje”.

e Neki ucenici mogu zapoceti zumiranjem u tocki krivulje sve dok
krivulja ne poc¢ne izgledati ravno. Tada mogu odabrati dvije tocke
na krivulji i odrediti jednadZbu pravca koji ih sadrzi (ili barem
nacrtati pravac koji je pribliZno tangenta).

e Ucenici mogu pokusati 10
provjeriti ima li nacrtani pravac g -
sjeciSta s krivuljom (u ovom :

slucaju ¢e razlic¢ito zakljucivati ako
su nacrtali pravac ili polupravac).
Neki ucenici ¢e moZda Kkoristiti
program i tako odrediti sjeciSta
krivulje i pravca. Moci ¢e uociti da
¢e uz jednu ¢vrstu toc¢ku na krivulji
promjena nagiba pravca utjecati D

na promjenu poloZaja drugog s R
sjeciSta (kao Sto je navedeno u fazi Institucionalizacije). Buduci da
¢e odmah vidjeti rezultate, moci Ce zakljuciti da je najbolje rjeSenje
u slucaju kad se tocke A i D podudaraju.
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Objasnjenje materijala

Ideja osmiSljavanja poznatog oblika trebala bi odusSeviti u¢enike u fazi primopredaje i
uvesti kontekst stvarnog Zivota gdje je glatko¢a u intuitivnom smislu vazna. Ako se nekim
ucenicima ne svidaju skijaski skokovi ili dje¢ji tobogani, nastavnik im moZe reci da se isti
principi primjenjuju i kod izrade Zeljeznickih trac¢nica, vlaka smrti u zabavnim parkovima
itd. (Fokus na povezivanje jednog zakrivljenog dijela s linearnim dijelom). To takoder
upucuje ucenike da je problem realan.

Osim moguce upotrebe ICT-a, ne postoje posebni materijali potrebni za ovaj scenarij.

Varijacije temeljene na didaktickim varijablama
Neke promjene koje se mogu napraviti u scenariju (bez promjene ciljeva) su:

Didakticko okruZenje: slike se mogu izabrati drugacije, ali trebaju sadrzavati zakrivljeni i
ravni dio. PoZeljno je da se objekt za projektiranje sastoji od jednog zakrivljenog i jednog
ravnog dijela. UCenicima trebaju biti koliko je god moguce bliski.

U nekim slucajevima, u prvoj fazi djelovanja moze se dogoditi da ucenici ne znaju Sto da
rade ili se na neki drugi nacin ne ukljucuju u produktivni matematicki rad. Nastavnik tada
moZe prekinuti rad na sljedec¢i nacin: Nastavnik moZe dodati kratku fazu primopredaje
kako bi razgovarao o prvim spoznajama i izazovima ucenika, fokusirajuéi se na to $to bi
to moglo znaciti glatko uklapanje, a zatim nastaviti s predvidenom fazom djelovanja.

Ako je nastavnik odlucio izostaviti reCenicu "Uvesti koordinatni sustav i pronaci
jednadZbe za jedan zakrivljeni dio i pravac" iz primopredaje (opis zadatka), onda bi
mogao prekinuti fazu djelovanja kracom primopredajom kako bi raspravio o nuznosti
toga za matematizaciju problema. Na kraju ove primopredaje ucenici bi trebali razumjeti
da trebaju raditi s koordinatnim sustavima i konkretnim funkcijama/jednadzbama za
zakrivljeni i ravni dio. Prije nastavka nastavnik provjerava imaju li ucenici ideju o tome
Sto bi dobro, a Sto loSe spajanje ravnog i zakrivljenog dijela znacilo geometrijski (rjeSenje
zahtijeva ne samo kontinuiranu, ve¢ i glatku krivulju). Nakon ove primopredaje, ucenici
nastavljaju s fazom djelovanja kao $to je opisano u scenariju.

Ucenici mogu koristiti geometrijski softver: npr. GeoGebra, Geometer’s Sketchpad,
Desmos, Wolfram Alpha (ili Mathematica), Maple, MATLAB, Octave, itd. Alternativno,
mogu koristiti graficki kalkulator ili mobilni telefon s geometrijskim softverom.
Preporucujemo da uc¢enicima imaju moguc¢nost korisStenja ICT-a, ali izbor treba prepustiti
njima.

Duljina faza moZe se prilagoditi ucenicima, ali se ne treba previse mijenjati.

U fazi djelovanja treba prepustiti u¢enicima da sami odaberu jednadZbu za zakrivljeni dio.
Samo ako neke grupe (ili cijeli razred) nakon 10 minuta nemaju ideja kako postupiti,
nastavnik moze podsjetiti te skupine (ili cijeli razred) na neke mogucnosti kao Sto su

1. . o v . R
cosx, - ili x2 (ali ne i na kruZnicu). Nakon $to uéenici odaberu funkciju za zakrivljeni dio,
faza djelovanja se nastavlja.
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Ako samo nekoliko ucenika ima rjeSenje s kruZnicom, nastavnik moZze postavljati pitanja
kao Sto je objasnjeno u scenariju u toj grupi, kako bi se izbjeglo ometanje razmisljanja
drugih ucenika. Ako nije bilo uc¢enika koji su dosli do rjeSenja s kruzZnicom, nastavnik bi to
mogao spomenuti u fazi potvrdivanja ili institucionalizacije, ali ne ranije.

Zapazanja iz prakse
Neka opéa zapazanja:

Opcenito, nastavnicima i u¢enicima se svidjela ova lekcija.

Ponekad su se ucenici previse usredotocili na oblik zakrivljenih dijelova, pa ih je
nastavnik morao podsijetiti da dizajn mora ukljucivati i ravni dio, te spoj ravnog i
zakrivljenog dijela.

Neki su se ucenici brinuli o prakti¢nosti tobogana, a ne o glatko¢i pa bi nastavnik
trebao stvarno provjeriti imaju li u¢enici predodzbu o tome Sto bi dobar, a Sto lo$
spoj znacio geometrijski.

Neki nastavnici i ucenici su koristili ICT, npr. GeoGebra, Geometer’s Sketchpad,
Desmos, graficke mobilne aplikacije, Graficki kalkulator. Skupine koje koriste ICT
istrazivale su viSe ideja. Neki ucenici zapocinju na papiru i provjeravaju s ICT-om.
Neki rade obrnuto.

U testiranju su neke skupine ucenika ve¢ naucile derivacije i vecina ih je shvatila
da moraju koristiti tangente za rjeSenje.

Neki su ucenici raspravljali o tome Sto treba mijenjati: parabolu, nagib pravca ili
odsjecak na osi y.

Neki nisu shvatili da mogu negdje uvesti parametar: ailibuy = ax + b ilia, b ili
cuy = ax? + bx + c, ili ¢ak Ax kao parametar.

Pristupi ucenika pri dizajniranju tobogana povezani su s razli¢itim aspektima onoga Sto
misle da je tangenta.
1. Pristup pomoc¢u granicne linije: uCenici biraju slobodnu liniju, a zatim je

premjestaju (translatiraju i rotiraju) sve dok se ne pojavi samo jedno sjeciSte u
podrudju fokusiranja.

Pristup pomoc¢u sekante: ucenici biraju jednu toc¢ku na krivulji, Zeljenu tocku
dodira; zatim drugu tocku na krivulji, povlace pravac izmedu dviju tocaka i pomicu
drugu tocku bliZe prvoj da bi dobili glatko pristajanje.

Pristup pomocu linearne aproksimacije: ucenici biraju jednu tocku na krivulji,
povlace pravac i zatim pokusSavaju namjestiti nagib tako da vizualno izgleda kako
se "uklopio"” u krivulju.

Neki su koristili kruznicu kao krivulju i ¢injenicu da je tangenta okomita na radijus. To
nazivamo rjesenjem s kruZnicom.
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Invoerfunctie(s) Invoerfunctie(s) . Ucenici mijenjaju
Resultaat: Resultaat: parametre parabole i
: pravca. Na kraju,
N pronalaze dobro rjesenje.
i N\ Cini se da se usredotocluju
na tocke presjeka i
| potvrduju vizualno.
Invoerfunctie(s) | Invoerfunctie(s)
Resultaat: e X Resultaat:
N II
\\ | | I
| :
™ — __i_
Invoerfunctie(s)
Resultaat:
!
® h(x) = 0.2 (x— 10)" +4. (6.05< x < 12) . B
€ 00— 15xr1817, (02 x<605) Ova grupa samo mijenja b

Line
f1.5x+y=16.17
Point

A= (6.05,7.1)

CASIO

uy = ax + b ipronalazi
priblizno rjesenje.

fx-CG50

Rjesenje je prikazano na
grafickom kalkulatoru.
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Ova grupa je koristila
pristup pomocu sekante
(2): odredili su pravac
kroz dvije blizu tocke na
zakrivljenom dijelu za
aproksimaciju linearnog
dijela. Koristili su
numericke metode kako
bi pronasli pravca: pisu
da biraju tocku gdje se
kosinus zavrsava

(x = 5m/4), a zatim
jednu tocku malo prije

toga (x = 9—90- S5t /4).

10

X, o= 3»cos(%3~x)

F: (1,46, 241)
G: (4,40, -1,01)

A toboghn najviie ni je podsjeéals dio sinus
funkeije na mjestima gdje funkeija pada, no
odluéili smo se za kosinus funkciju jer ona
ima "brijeg" na y osi ito nam je onda bolje
izgledalo za tobogan. Poveéali smo amplitudu
da imamo malo dubi spust | izmijenili smo
period da imamo manju strminu spusta.
Nakon toga konstruirali smo tangentu na
funkciju i dobili smo ravai dio na kosinus
funkeiji, no problem nam je bio to ito nismo
zmali kako uklopiti pravac u funkeiju tj. kako
izbrisati dio funkeije koji nam je viiak | onda
nastaviti funkeiju na pravac tako da spustanje
ne bude neugodno.

AN

2 [DIS 2 255(0) ©

Ova skupina takoder je
koristila pristup pomoc¢u
sekanti (2). Citaju
jednadZbu pravca sa
zaslona.
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» AX)=3COS(2,3 X

Fi (146, 2,41)
G: (1,46, 2,41)

YENPR2NO -

& - .
. fm-sm(m x) J

Fi (1,46, 242)
G (1,46,2,42)

Fp=-0,TTx+ 3,54

o

'i
i

l 22 4y -V ¥ | |

(()L I!'\UXO/ (ur
l_/ &1 - X+

Ova je skupina pokusala
rjeSenje s kruznicom.
Znali su da je tangenta
okomita na radijus (tako
je potvrdivanje
geometrijsko: koriste
teorem iz euklidske
geometrije). Medutim,
imali su poteskoca u
spajanju kruga i pravca
pri vertikalnoj translaciji.
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Ova skupina takoder ima
rjesenje s kruZnicom. Oni

su uzeli tocku (g,\/z—i) na

jedinicnoj kruznici i

konstruirali pravac s
nagibom - 1 kroz tu
tocku.

Ova skupina crta graf
parabole y = x?. Zatim
pokusavaju uklopiti
tangentu u jednoj tocki na
nacin koji se c¢ini da se
odnosi na pristup pomocu
linearne aproksimacije
(3). Oni odreduju nagib
pravca mjerenjem Ax i Ay
i uzimajudi kvocijent.
potvrdivanje je vizualno.

| ’ a
S2 28 |\ 3.485
e

VS N X b =
3,85 L =5, 7 =

y-=. - e
—y=2 deX-6,2 + X .

Jedna skupina ucenika
koristila je diskriminantu
da bi odlucila postoji li
jedna tocka presijecanja
izmedu njihove tangente i
parabole. Oni su fiksirali
parabolu:
y=025(x—6)>+2s
tjemenom (6,2) i pokusali
pronaci vrijednost
parametra b u jednadZbi
pravca

y = —x + b pomocu
diskriminante.
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Alati za procjenu
Za brzu provjeru steenog znanja nastavnik moZe postaviti pitanja:
1. Nastavnik crta proizvoljnu krivulju i pravac koja ocito nije tangenta. Nastavnik pita
ucenike misle li da je ovaj oblik prikladan za tobogan. Ucenici objasnjavaju zasto
ne.

2. QOdredite jednadZbu tangente na jedini¢nu kruZnicu u tocki G, ?)

3. Odredite pribliznu vrijednost nagiba parabole y = x? u tocki (2,4).

Preporuke za vezane probleme
1. Pojam granicne linije i razlika izmedu granicne linije i tangente.

2. Euklidov pojam tangente - pravac takav da izmedu njega i krivulje ne moZze pasti
niti jedan drugi pravac.

3. Nakon Sto se uvede derivacija kao limes kvocijenta diferencija, u€enici mogu
odrediti derivaciju za jednostavnu funkciju, npr. f(x) = x2, f'(x) = 2x. Ucenici
mogu raspraviti Sto to znaci za tangente na graf ove funkcije.

Nacela i RME perspektiva u scenariju

e Stvarni Zivot: problem je vezan uz svakodnevno iskustvo ucenika. Predmeti koje
treba dizajnirati su im poznati i oni znaju kakve razlike u oblicima mogu nastati.
Zadatak koristi njihovo predznanje o tome Sto znaci da nesto bude glatko: naime,
njihovo tjelesno iskustvo klizanja niz glatki tobogan.

e Svijet rada: Ucenici ucCe dizajnirati i matematizirati oblike koje vide u stvarnom
zivotu. Uce povezati objekt s matematic¢kim prikazom. Oni pojednostavljuju oblik
objekta iz 3D-prostora u krivulju. Te su vjestine vazne u dizajniranju (primjerice
arhitekturi) i modeliranju u profesionalnom kontekstu.

e Daljnje istrazivanje: Scenarij je uvod u derivacije i diferencijalni racun.

Ucenici uce kako pojednostaviti probleme i primijeniti matematiku kako bi opisali dio koji
razmatraju. Postavljaju hipoteze i testiraju ih. Stvaraju primjere i usporeduju razlicita
rjeSenja. Donose odluke o tome koje je rjeSenje bolje. Mogu se zalagati za bolje rjeSenje i
prenijeti svoje argumente drugima. Oni mogu ekstrapolirati i generalizirati svoje
rezultate.

Ovaj scenarij moZe biti dio niza predavanja o derivacijama. Predznanja koja se traze od
uCenika odnose se na: grafove funkcija, linearnu funkciju i pravce, primjere nelinearnih
funkcija.

Nadalje, u nizu lekcija, problem tobogana moze se rijeSiti formalnim metodama, kao $to
su limesi i derivacije. Ako se uvede derivacija implicitno zadane funkcije, moze se
uspostaviti veza s rjeSenjem s kruZnicom. Ucenici mogu primijeniti derivaciju implicitno
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zadane funkcije na rjeSenje s kruZnicom i usporediti ga s intuitivnim geometrijskim
rjeSenjem trenutnog scenarija i rezultat dobiven eksplicitnom derivacijom. Na taj nacin se
znanje potvrduje usporedbom razlicitih rezultata koje su proizveli ucenici.

Horizontalna matematizacija: Problem je postavljen u bogatom kontekstu koji je
stvaran za ucenika: svi znaju prepoznati je li tobogan gladak ili nije. U¢enici su
pozvani da koriste matematicki jezik za modeliranje situacije: koordinatni sustav,
interpretiranje trodimenzionalnog oblika tobogana kao 2-dimenzionalne krivulje;
predstavljanje krivulje jednadZbama.

Vertikalna matematizacija: U nekim slucajevima ucCenici razvijaju ideje uvodenjem
parametara; raspravljaju o tome Sto ¢e parametrizirati. Neki primjenjuju druge
matematicke metode: poput algebre (diskriminante) ili razlike diferencija (nagib
pravca). Odavde postoji mnogo potencijala za daljnju matematizaciju. Ako su
ucenici koristili metode sekante, tada postoji prirodni prijelaz na uvodenje nagiba
krivulje uz koriStenje limesa kvocijenta diferencija. Ako koriste algebarske metode
i fokusiraju se na racunanje tocaka presijecanja, postoji moguénost da se raspravi
zaSto bi trebala postojati jedna tocka presjeka (lokalno) i moZda pogledati
multiplicitet toc¢aka presijecanja kao prvi korak za izracun nagiba krivulje. Ako su
ucenici koristili "zumiranje" kao metodu potvrdivanja, tada postoji prirodna
povezanost s nagibom krivulje pomocu lokalne aproksimacije.

Neformalni modeli/rjeSenja do kojih ¢e ucenici do¢i mogu biti vrlo razliciti.
Nastavnik mora pronac¢i mostove od jednog pristupa (djelovanje/potvrdivanje) do
drugog kao sredstva za prelazak na zajedni¢ku institucionalizaciju.
Institucionalizacija bi trebala biti izgradena na idejama koje su ucenici osmislili.
Na primjer, u€enici su mozda eksperimentirali s situacijom u GeoGebri:

10
9

8

Ucenici su pomicali tocku B. Nastavnik istice da to odgovara pomicanju tocke
sjecista (D). To moze biti put prema raspravljanju kvocijenta diferencija i limesa
(na neformalan nacin) i mozda dovesti do definicije derivacija na temelju toga.
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