MERIA scenarij “Tobogan”

Ciljano znanje

Konceptualno razumijevanje nagiba krivulje kao nagiba tangente.

Siri ciljevi

Matematicko modeliranje tobogana pomoc¢u grafova funkcija. Izra¢unavanje nagiba (derivacija funkcije) ru¢no ili
pomocu ICT-a. Smisleni uvod u derivacije.

[strazivacke vjesStine: eksperimentiranje s razli¢itim grafovima funkcija na papiru i koristenjem ICT-a, ponavljanje
procesa za poboljSanje rjeSenja, usporedivanje razlicitih strategija, obrazlaganje karakteristika dobivenog rjesenja.
Interdisciplinarne vjestine: uenici mogu povezati svoje iskustvo glatkoce fizickih objekata s matematickim pojmovima
tangente na krivulju i derivacijom funkcije. Matematicki modeli mogu se koristiti za izradu 3D objekata ispisivanjem na
3D pisacu (ICT vjeStine) ili proizvodnjom s drugim materijalima (zanati).

Potrebno Grafovi i jednadZbe pravca i nekih nelinearnih krivulja (kruznica, parabola ili graf eksponencijalne funkcije)
matematicko

predznanje

Razred Dob 16-18, razred 10 -12 (kad se uvode derivacije)

Vrijeme 60 - 90 minuta, dva Skolska sata

Potrebni materijal

Papir, olovka, ICT - program dinami¢ne geometrije kao Sto je GeoGebra (Upotreba ICT-a nije neophodna, ali uvelike
povecava iskustvo ucenika)

Primjedbe nakon provedbe.
Kontekst promatranja: razred, ustanova, zemlja, itd.




Problem:

Promotrite slike skijaSke skakaonice i djecjeg tobogana. Oboje se sastoji od
zakrivljenog dijela na gornjem ili donjem dijelu i jednog ravnog dijela u sredini.
Primijenite matematiku i dizajnirajte takav oblik. RjeSenje neka se sastoji od
jednog ravnog i samo jednog zakrivljenog dijela. Pazite da spustanje ne bude

neugodno.

Uvedite koordinatni sustav i pronadite jednadZbe za jedan zakrivljeni dio i

pravac.

Napomena: Za duZu lekciju, sa viSe aktivnosti modeliranja, izostavite
posljednju recCenicu iz opisa zadatka (vidite modul za dodatnu fazu).

Slika 1: Skakonica Holmenkollen u Oslu, Norveska. Autor slike Mathias Stang. 1
veljaca 2007. GFDL, CC Attribution 2.5 i djecji tobogan.

Faze Postupci nastavnika, ukljucujuéi i Postupci i reakcije uc¢enika Primjedbe nakon provedbe
upute
Primopredaja Nastavnik predstavlja problem. Ucenici se dijele u parove ili troclane
(didakticki) grupe.
Nastavnik istice da wucenici trebajul
5 min dizajnirati glatki spust tobogana. UcCenici se zainteresiraju za problem.
Nastavnik osigurava da se ucenici
koncentriraju na samo jedan zakrivljeni dio
i ravni (linearni) dio u sredini.
Djelovanje Nastavnik uoCava ucenicke ideje, strategije | Ucenici  skiciraju spust i uvode
(adidakticki) i zakljucke. koordinatni sustav.
20 min Ako ucenici ne shvate da se dva dijela | Pristupi ucenika najceSc¢e se mogu opisati

trebaju spojiti glatko, nastavnik treba
raspraviti to pitanje.

u jednoj od slijedec¢ih kategorija:



https://en.wikipedia.org/wiki/Holmenkollen_ski_jump
https://commons.wikimedia.org/wiki/User:Mathias-S

Ako nakon 10 minuta nema nikakve ideje
za odabir modela zakrivljenog dijela
nastavnik podsjec¢a ucenike na oblik grafa
funkcije y = x? i/ili

y =cosx (ne podsjeca na kruznicu) i
situacija postaje didakticka.

Ako su ucenici dosli do rjeSenja s
kruznicom, problem s kojim mogu nastaviti
je: ,Sto ako promijenite kut ili $to ako
promijenite tocku u kojoj se pravac i
Kruznica sastaju? Kako ¢e se promijeniti
jednadzba pravca?

Nakon toga, nastavnik ¢e od grupe ucenika
traziti da pronadu rjeSenje u kojemu
krivulja nije kruznica.

1. Pristup pomocu grani¢ne linije:
ucenici odabiru slobodni pravac i
pomicu ga (translatiraju i rotiraju)
dok ne izgleda kao da postoji samo
jedno sjeciSte u podrucju koje
promatraju.

2. Pristup pomocu sekante: ucenici
odabiru jednu tocku na krivulji -
tocku u kojoj Zele odrediti tangentu;
zatim odabiru jo$ jednu tocku na
krivulji i pomic¢u drugu tocku blize
prvoj kako bi dobili glatki prijelaz.

3. Pristup pomocu linearne
aproksimacije: Ucenici odabiru jednu
toCku na krivulji, crtaju pravaci zatim
pokuSavaju prilagoditi nagib tako da
pravac najbolje odgovara krivulji.

Neki ucenici mogu koristiti kruznicu kao
krivulju i Ccinjenicu da je tangenta
okomita na radijus. Ovo rjeSenje ¢emo
zvati rjesenje s kruznicom.

U nastavku pogledajte pojedinosti o ovim
(kategorijama) pristupa u odjeljku
Moguci nacini da ucenici ostvare ciljno
znanje.

Formulacija
(adidakticki)

Ucitelj trazi od uenika da formuliraju svoje
rezultate. Dok wucenici rade na tome,
nastavnik bira grupe s razliCitim

UCenici formuliraju rezultate unutar
svoje skupine. Neke skupine
predstavljaju svoja rjesSenja.




15 min

pristupima koji ¢e predstaviti svoja
rjeSenja.

Potvrdivanje
(didakticki)

10 min

Nastavnik pita: ,Kako znamo da je rjeSenje
dobro? Postoji li najbolje rjeSenje?“

Ako su ucenici samo vizualno potvrdivali
svoje rjeSenje, nastavnik moze predloZiti
numericke pristupe za potvrdivanje.

Ucenici objasnjavaju zaSto je neko
rjeSenje dobro i moZe li jedno biti bolje
od drugog.

e Vizualno potvrdivanje: Neki Ce se

ucenici osloniti na vizualnu procjenu
dizajna; ako izgleda dobro, onda je
dobro. Takoder wucenici mogu
zumirati krivulju.

e Algebarsko potvrdivanje: Ucenici
mogu izraCunati toCku(e) presjeka
algebarski i mozda vidjeti da je ona
lokalno jedinstvena.

e Numericko potvrdivanje: Ucenici
mogu izracunati i—i za dvije toCke na
krivulji i vidjeti je li to pribliZno nagib
njihovog pravca.

Ako su ucenici radili na rjeSenju s
kruznicom i odredili tangentu, trebali bi
biti sigurni da imaju najbolje rjeSenje i
objasniti zaSto (geometrijski dokaz i/ili
algebarski ili oboje).

Institucionalizacija
(didakticki)

10 min

Nastavnik diskutira zapis tangente na nacin
koji odgovara rjeSenjima do kojih su dosli
ucenici.

Nastavnik istiCe jedno ili vise od sljedecih
stajaliSta o nagibu krivulje u tocki:

Neki ¢e ucenici spominjati nagib.

Neki mogu koristiti rije¢ ,tangenta” ili
tipku za tangentu u GeoGebri.

UCenici sluSaju i zainteresirani su za
raCunanje  najboljeg  rjeSenja  za
proizvoljne oblike i krivulje.




a) najbolja lokalna aproksimacija slijedi
vizualno potvrdivanje

b) lokalno jedinstvena granicna linija -
jedna tocka presjeka slijedi algebarsko
potvrdivanje

c) klasi¢na definicija koja koristi sekantu i
limes kvocijenta diferencija slijedi
numericko potvrdivanje

Ako su neki ucenici dosli do rjeSenja s
kruznicom raspravlja se o ideji tangente na
ostale krivulje. Nastavnik istice da je
najbolje rjeSenje za kruZnicu tangenta i da
su ucenici zapravo aproksimirali tangentu
za ostale krivulje.

Moguc¢i nacini da
ucenici ostvare
ciljano znanje

Vise je mogucnosti $to ucenici mogu ¢initi, na primjer:
1. Pristup pomocu granicne linije
Ucenici odabiru na primjer y = x?2

Algebarsko potvrdivanje: promatrajuci familiju pravaca

y=x+b
Granic¢na linija dobiva se eliminacijom varijable y:
x? =x+b.

JednadZba ima jedinstveno rjeSenje ako je diskriminanta
jednaka nuli:
1+4b=0.

Dakle b = — % daje glatki tobogan.




Pristup pomocu sekante:

Ucenici fiksiraju jednu tocku na Kkrivulji, tocku u kojoj ¢e poloZiti
tangentu. Zatim odabiru jo$ jednu tocku na krivulji, crtaju pravac kroz
te dvije tocke i pomicu drugu tocku blize prvoj kako bi dobili glatko
spajanje. Sto blize odaberemo to¢ku to je aproksimacija bolja. Ovaj
pristup najbolje funkcionira s ICT-om.

Pristup pomocu linearne aproksimacije:

Na primjer, ucenici odabiru y = x2 i to¢ku (1, 1) kao to¢ku u kojoj krivulja
prestaje i poCinje pravac y = a x + b. Mogu pogoditi da je a > 1 i pokuSavati s
razlic¢itim vrijednostima (od kojih je a = 2 to¢na). PokuSavanje znaci skiciranje
ili crtanje grafova.

Uclenici zapisuju jednadZbu pravca y =ax+ b , a iz poznate tocke pravca
zakljucuju a + b = 1 pa za svaki odabrani nagib pravca mogu izracunati b.

V//REREE




Neki ucenici mogu odrediti aproksimaciju koeficijenta a koriste¢i dvije to¢ke na
Ay 18

nacrtanom pravcu i racunajuci -

1.6
e N . Ay 06
Numericki primjer: ucenici mogu odrediti a = ﬁ =53 2.
" 1.4
Zatim iz a + b = 1 slijedi b = —1. Potvrdivanje je vjerojatno vizualno, ali moZe biti by

napravljeno i numericki, moguée uz sugestiju nastavnika, bududi da je metoda slicna. ,,

. o y C A o :
Ucenici mogu odabrati dvije toCke na paraboli i izraCunati A—Z ; na primjer (1,1) i

(1.1,1.21). Tadaje Ax

A 0.21
i =—=2.1. 08
Ax 0.1
0. 1 12 1.4 1.6

Sto je blizu prethodnom rezultatu.
Ucenici mogu potvrditi rjeSenje racunajudi sjeciSte pravca i parabole (algebarsko potvrdivanje). Ako su ucenici
upoznati s kvadratnim jednadZbama i diskriminantom mogu nastaviti rjeSavaju¢i sustav jednadZzbi:
y=x%y=ax+1—a,idobitix? — ax + a — 1 = 0. JednadZba ima jedno rjeSenje ako je diskriminanta jednaka O:
a’—4(a—-1)=0 = a=2.

RjeSenje s kruznicom

Ucenici odabiru kruZnicu.

Ucenici koji biraju kruZnicu mogu odabrati na primjer kruznicu
x2+y2=1

B(x.y)

i tocku (\/2—7, \/2—5), koja odgovara kutu od %‘ Ako znaju da je polumjer kruznice okomit

na tangentu, mogu odrediti koeficijent smjera pravca a = —1. Nakon toga mogu

odrediti jednadZbu tangente.

Kada nastavnik trazi da odaberu drugu tocku, ucenici mogu odrediti kvocijent

diferencija a tangente pomocu kvocijenta diferencija pravca na kojem lezi radijus, a
. Y __x_ __x ;. e e, . . .

koji je o Dakle a = " N (opcenito), ali ucenici ¢e vjerojatno ovo napraviti

za neku konkretnu tocku. Ovo razmatranje moze postati jednostavnije ako ucenici znaju i koriste vektore.




5. Uz primjenu IKT (Geogebra ili neki sli¢ni program)
Ako ucenici koriste neki program dinami¢ne geometrije ili neki drugi program vjerojatno Ce slijediti iste korake u
zakljucivanju kao i bez primjene IKT-a. Razlika je u tome $to IKT racuna jednadZbu pravca brZe i crta tofan graf
odabrane krivulje. U€enici ¢e moci prouciti viSe primjera u kra¢em vremenu i uociti stvari koje ne mogu s olovkom
i papirom. Na primjer:

e Neki ucenici u Geogebri mogu pronaci tipku za tangentu i krenuti od toga

e Ucenici mogu nacrtati krivulju i proizvoljni ,dobar” pravac tockom krivulje i nekom drugom tockom. Mogu
zumirati i provjeriti izgleda li nacrtani pravac dobro. Mogu pomicati drugu tocku da dobiju bolje rjeSenje. Mogu
odabrati rjeSenje koje im najbolje izgleda i procitati jednadZbu pravca koristeci ,,alat za mjerenje”.

e Neki ucenici mogu zapoceti zumiranjem u tocki krivulje sve dok krivulja ne po¢ne
izgledati ravno. Tada mogu odabrati dvije toCke na krivulji i odrediti jednadZbu
pravca koji ih sadrzZi (ili barem nacrtati pravac koji je pribliZno tangenta).

e Ucenici mogu pokusSati provjeriti ima li nacrtani pravac sjecista s krivuljom (u
ovom slucaju ¢e razli¢ito zakljucivati ako su nacrtali pravac ili polupravac). Neki
uCenici ¢e mozda koristiti program i tako odrediti sjecisSta krivulje i pravca. Moc¢i ¢e
uociti da ¢e uz jednu cvrstu toc¢ku na krivulji promjena nagiba pravca utjecati na
promjenu poloZaja drugog sjecista (kao Sto je navedeno u fazi Institucionalizacije).
Budu¢i da ¢e odmah vidjeti rezultate, moci ¢e zakljuciti da je najbolje rjeSenje u
slucaju kad se toc¢ke A i D podudaraju.




