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Uvod

Ova broSura cini teoretsku osnovu projekta MERIA te je posebice namijenjena
kako bi podrzala osmisljavanje scenarija i modula u okviru projekta, kao i analizu
i procjenu ucinka koji oni imaju.

Cilj projekta MERIA jest da se potice uporaba relevantnih, zanimljivih i
primjenjivih matematickih aktivnosti u srednjoskolskim ucionicama. Glavna
hipoteza projekta jest da takve aktivnosti poticu ucenike da se ozbiljnije bave
matematikom nego li je to slucaj s rjeSavanjem zadataka uz unaprijed odredene
metode. Zapravo se Cini da je ,paradigma zadatka“ u mnogim svakodnevnim
situacijama nastave matematike (ukljuCujuci nastavu u srednjim Skolama pa ¢ak
i sveucilistima) glavni uzrok koji utjeCe na to da ucenici Cesto matematiku
dozivljavaju kao nezanimljivu (zamorna rutina), nevaznu (barem njima) i
beskorisnu (osim da se prode ispit). Ovaj projekt razvija i predlaZe alternativni
pristup koji se moZe opisati kao istraZivacki usmjerena nastava matematike, a
njime se zadaci zamjenjuju razli¢itim vrstama ,istrazivackih aktivnosti“. Stoga se
naSe glavne zadace odnose na osmisljavanje takvih aktivnosti, njihovo testiranje
u praksi i Sirenje medu nastavnicima.

Projekt se nastoji temeljiti na ozbiljnom i vizionarskom istrazivanju nacina
realiziranja gore navedenih zadac¢a. Zbog toga u ovoj publikaciji dajemo pregled
Kljucnih pristupa i ideja iz istrazivacke literature. Publikacija je podijeljena na
Cetiri poglavlja:

e U prvom se poglavlju daje opci pregled pojma ,istraZivanje“ u nastavi
matematike kako iz povijesne perspektive, tako i u pogledu nacina na koji
se moZe trenutno definirati (opcenito i kao relativno Sirok pojam).

e U drugom se poglavlju daju opcenite strategije za primjenu istrazivanja
kao ucenicke aktivnosti u u€ionicama.

e U tretem i Cetvrtom poglavlju daju se dva preciznija i provjerena
istrazivacka programa za osmiSljavanje istrazivacki usmjerene nastave
matematike:

o Teorija didaktickih situacija u matematici, koja nastoji ucenike staviti u
»Situacije koje nalikuju istrazivanju“ (poput matematicara), a koje se
sastoje od djelovanja, formuliranja hipoteze te
potvrdivanja/dokazivanja.

o Realisticno matematicko obrazovanje u kojem se matematicki pojmovi
izgraduju na temelju rada u¢enika na problemima u kontekstima koji su
za njih ,stvarni“ kroz ,matematizaciju” tih konteksta.

Kroz cijeli se tekst daju reference na literaturu za one koji pojedine teme Zele
prouciti podrobnije nego Sto je to bilo moguce u ovom izdanju. U dodatku se daje
pregled nekih od najvaznijih referentnih djela kada je rije¢ o ovom projektu. Na
kraju priru¢nika se takoder nalazi pojmovnik s najvaznijim posebnim pojmovima
koji se koriste u tekstu.



1. Sto je istrazivacki usmjerena nastava matematike?

IstraZivanje se ugrubo moZe definirati kao ,istraZivanje problema“. Ovdje rijec¢
Jstrazivati ukazuje na to da je pokuSaj rjeSavanja problema relativno
samostalan: njime ne upravljaju drugi i ne slijedi se unaprijed odredenu rutinsku
metodu. IstraZivacki usmjerena nastava matematike (IUNM) se stoga odnosi na
pristup nastavi matematike koji ucenicima omogucuje da sudjeluju u aktivnosti
koja ih navodi da prilagode svoje postojece ili da steknu novo matematicko
znanje. Takva bi nastava trebala uenike poticati da razumiju znacenje i temelje
sekundarne matematike. Posebice je uspjeSna ako proistekne iz vlastitih
aktivnosti i truda ucenika.

U ovom ce se poglavlju dati pregled nastanka i detaljne pretpostavke [UNM-a.
ProuCavanje nastave matematike iznjedrilo je razlicite i provjerene
konceptualizacije gore navedene temeljne ideje, odnosno metode za nastavu
matematike prema kojima ucenici postavljaju pitanja, istraZuju, teoretiziraju i
obrazlazu matematicke ideje. Medutim, op¢i pojam istraZivaCki usmjerene
nastave matematike pojavio se relativno nedavno.

Kako bismo razlikovali IUNM i ostale naCine nastave matematike, posebice
moramo razjasniti na sto se misli pod ,problemom®, kako se razlikuje od zadatka
ili vjeZbe te zasSto rjeSavanje problema nije isto Sto i rjeSavanje (rutinskih)
zadataka. Isto tako ¢emo raspraviti ucenicko propitivanje problema te
njihovoznanje o sadrZaju. IstraZivanja daju naslutiti kako je klju¢no da se ucenici
sami uhvate u koStac s rjeSavanjem problema ili situacije budu¢i da ih to moze
potaknuti da formuliraju hipotezu, istrazuju i eksperimentiraju sa svojim znanjem
te da na temelju svojih postupaka formuliraju rjeSenja.

Prije nego Sto krenemo objasnjavati ove komponente IUNM-a, ukratko ¢emo
prikazati kako i zaSto je IUNM u posljednje vrijeme postao glavni pristup razvoju
nastave matematike. Daleko od toga da je MERIA prva europska inicijativa kojom
se promice IUNM. Europska je unija tijekom posljednjih desetak godina
financirala nekoliko velikih projekata s ciljem razvoja, provedbe i procjene
sistrazivacki usmjerene nastave prirodnih predmeta“ na razli¢itim razinama
obrazovnih sustava (Artigue i Baptist, 2012.; Mass i Artigue, 2013.; Ropohl],
Ronnebeck, Bernholt i Koller, 2016.). Vec¢ina je ovih projekata obuhvacala
matematiku i prirodne predmete. Pojam istraZivacki usmjerenog ucenja zapravo
matematike. U poucavanju matematike razvili su se manje-viSe slicne ideje i
pristupi pod nazivima rjeSavanja problema, matematickog eksperimentiranja ili
matematickog modeliranja itd. Medutim, kada je rije¢ o poucavanju prirodnih
predmeta i matematike, postoje razliciti pristupi tome na koji nacin razviti takvu
vrstu nastave. U ovom se prirucniku podrobnije obraduju dva pristupa u
poucavanju matematike (Poglavlja 3 i 4). Prema projektu Fibonacci, istrazivanje
u nastavi prirodnih predmeta cesto se oslanja na osjetilnom iskustvu (Artigue i
ostali, 2012., str. 9). Mnogi pojmovi iz prirodnih predmeta kao $to su brzina,
vrijeme, svjetlost, sila, ph-vrijednost, mijene godiSnjih doba itd. odnose se na
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osjetilna iskustva. Takva se iskustva dodatno mogu proucavati u ciklicnim
procesima kao Sto je, primjerice, tzv. model 5E. Model 5E odnosi se na faze
istrazivacki usmjerene nastave prirodnih predmeta tijekom kojih bi se ucenici
trebali ukljuditi, istraZiti, objasniti, razraditi i procijeniti (engl. engage in, explore,
to explain, elaborate and evaluate) znanje ili ideje koji ¢e se razviti tijekom
istrazivackog procesa (Bass, Contant i Carin, 2009, str. 91). Osjetilna iskustva sile
ili vremena, ekosustava te kemijskih reakcija iz svakodnevnog Zivota mogu u
modelu 5E posluZziti kao pocetak ili polaziSna tocka koji ucenike ukljucuju u
sustavnije istraZivanje pojava ili uzro¢nih veza. Takvi istrazivacki procesi mogu
ucenike navesti da steknu znanje zakona u prirodnim znanostima.

S druge strane, moZze se reci da se matematicko znanje cesto temelji na osnovi koja
je viSe teoretska. Naravno, u mnogim se slucajevima, poput brojc¢anih obrazaca ili
konkretnog primjera opcenitijeg nacCela, moZe primijeniti induktivno
zakljucivanje na temelju ,eksperimenata“. Artigue i Baptist (2012.) smatraju da
kumulativna narav matematike predstavlja izazov kada je rije¢ o tome da se
pojam istraZivanja izravno preuzme iz prirodnih znanosti (Artigue & Baptist,
2012.). U prirodnim se znanostima hipoteza (istrazivaca ili u¢enika) potvrduje
eksperimentom, dok je u matematici za krajnje potvrdivanje potreban dokaz koji
se temelji na deduktivnom zakljucivanju.

U ovom prirucniku predstavit cemo dva razli€ita pristupa istrazivacki usmjerenoj
nastavi matematike (IUNM). Jedna od njih pruZa primjere na koji nacin iskustva
ucenika mogu posluziti kao polazi$na tocka za proces istrazivanja. On se naziva
realisticno matematicko obrazovanje (RMO) te ga je prvotno razvio Hans
Freudenthal (Freudenthal, 1991.). Drugi pristup je teorija didaktickih situacija
(TDS) te ga je prvotno razvio Guy Brousseau (Brousseau, 1997.). TDS se temelji
na ideji da ucenici stjeCu novo znanje kada rjeSavaju problem dok se
prilagodavaju onome Sto se naziva didakticko okruZenje. U poglavljima 3 i 4 bavit
¢emo se podrobnije RMO-om i TDS-om. U ovom ¢emo poglavlju dati pregled
osnovnih pojmova IUNM-a, rastumaciti njezino podrijetlo (zasto ju je vaZno
primjenjivati) te ogranicenja (koji su moguci izazovi).

Poceci IUNM-a

Prije viSe od jednoga stolje¢a u pisanom su se obliku pojavile prve formulacije
ideje da poucavanje opcenito treba biti povezano s iskustvom ucenika te da se
treba usmjeriti na aktivnosti ucenika. IstraZivac¢ obrazovanja John Dewey Cesto s
povezuje s izrazom ,uciti radeci“. On je smatrao da se nastava treba usmjeriti na
aktivnosti ucenika i nacine na koje ucenici iz njih stjecu znanje (Dewey, 1902.).
Dewey (1938.) je isticao potencijalnu vazZnost istrazivanja i njegovu ulogu u
uCenju i nastavi, a posebice Sto se tiCe prirodnih znanosti. Matematiku je u velikoj
mjeri doZivljavao kao alat ili jezik za organizaciju sloZenih informacija ili
provodenje sustavnog upravljanja ishodima procesa istrazivanja, npr. ishodima
aktivnosti uCenika kada provode eksperimente koji se odnose na zakone fizike ili
bioloske sustave. lako Dewey nije dao izri¢ite prijedloge kako osmisliti
istrazivacki usmjerenu nastavu matematike, nekoliko znanstvenika u
matematickom obrazovanju kasnije je nastavilo razvijati njegove ideje.



Dewey se protivio ustaljenoj tradiciji prijenosa znanja od nastavnika ucenicima, a
koja je stara koliko i sama disciplina. Mnogim je matemati¢arima poucavati
znacilo ponavljati i siliti uCenike da recitiraju neki tekst ili da oponasaju ono Sto
radi nastavnik dok rjeSava matematicki zadatak. To se takoder odnosi na
prakticnije i osnovne elemente matematike koji se odnose na tehnike ra¢unanja.
Nastava matematike se Cak i danas uvelike temelji na ponavljaju pokazanih
tehnika i njihovom usavrsavanju kroz beskrajno proradivanje sli¢nih zadataka. U
mnogim se Skolama uobicajeni , obrazac” nastave matematike sastoji od toga da
nastavnik predstavi neku tehniku (npr. formulu, pravilo, metodu itd.) nakon cega
ucenicima daje nekoliko ,tipicnih“ primjera kako primijeniti novo znanje u
rjeSavanju odredene vrste matematickih zadataka te naposljetku ucenicima daje
nekolicinu vrlo sli¢nih zadataka kako bi oni mogli vjeZbati ono $to je radio
nastavnik (Schoenfeld, 1988.). Kao primjer moZe posluZiti kada se ucenicima
pruzi definicija polinoma drugog stupnja te kako odrediti njegove korijene iz
jednadzbe
ax? + bx +c = 0.

Ucenicima se zatim daje formula

—b +Vb? — 4ac
xl’z - Za .

Zatim nastavnik ucenicima pokazuje kako odrediti korijene polinoma poput
2x% + 2x — 12 tako da upotrijebe formulu. MoZe se dati jo$ primjera prije nego
Sto se od ucenika zatraZi da rijeSe seriju slicnih vjezbi. Ucenici na taj nacin
oponasaju radnje nastavnika te mogu zanemariti znacaj odredivanja korijena i
razloge ove metode. S druge strane, ako se od u€enika zatrazi da rijeSe jednadZbu
s jednim realnim ili bez realnih rjeSenja to ima potencijal da ucenici istraze
znacenje pojmova nultocke (korijena) polinoma i rjeSenja jednadZbe.

Rutinsko vjezbanje od ucenika zahtijeva da samo oponas$aju nastavnika, Sto oni
Cesto rade, a da pritom ne vide ili ne razumiju bilo kakvu logiku ili znaCenje
pojmova i postupaka koje koriste tijekom rjesavanja (Schoenfeld, 1988.). Ucenici
doista mogu s vremenom matematiku poceti dozivljavati kao besmisleni skup
tehnika koje se moraju usvojiti imitativnim vjeZbanjem. Ovakva vrsta nastave
ucenicima uskracuje iskustvo mnogih vaznih elemenata matematike kao $to su:
rjeSavanje sloZenih problema, stvaranje koherentnih struktura znanja,
pretpostavljanje i dokazivanje, eksperimentiranje s posebnim slucajevima itd.

Moglo bi se re¢i da je tijekom proslog stolje¢a mnogim bivSim u€enicima srednjih
Skola bilo dovoljno prenijeti znanje i nauciti ucenike kako rjeSavati
standardizirane zadatke. Medutim, u mnogim zemljama danas u viSe srednje
obrazovanje dolaze vece i raznolikije uc¢enicke skupine. Razradeniji pristupi koji
se temelje na istrazivanju matematickog obrazovanja potrebni su kako bi ih se
poucavalo. Istrazivacko podrucje matemati¢kog obrazovanja razvilo se tijekom
stoljeca, a zapocelo je s nastavnicima koji su dijelili razmisljanja o nastavi i razvili
nastavne tehnike koje se temelje na njihovim vlastitim iskustvima (Kilpatrick,
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2014.). Kako bi se ispunile drustvene potrebe, ucenici danas moraju matematiku
uciti na dubljoj razini razumijevanja nego Sto je to ranije bio slucaj. Prije je bilo
uobicajeno da ljudi prestaju sa Skolovanjem prije viSeg srednjeg obrazovanja kako
bi postali aktivni na trZiStu rada. To je od njih zahtijevalo samo prakticne
matematicke vjeStine kao Sto su metode racunanja i ponavljanja utvrdenih
postupaka. Danas se u mnogim zanimanjima i visokoSkolskom obrazovanju od
uCenika ocekuje da srednjoSkolsko obrazovanje =zavrSe sa znanjem i
kompetencijama koje obuhvacaju osnovnu aritmetiku, statistiku, pojam funkcije
itd. Sve veci broj ucenika u viSem srednjoskolskom obrazovanju, od kojih neki
imaju vrlo nisku motivaciju za ucenje matematike, predstavljaju specifican izazov
kada je rije¢ o nastavi matematike. Ovi ucenici mozZda jednostavno ne mogu
preneseno znanje usvojiti tako lako kao prethodne generacije, zbog ¢ega su nuzni
pristupi koji se viSe oslanjaju na istrazivanje. Razumijevanje nacina na koji u¢enici
razvijaju matematicko znanje je stalan istrazivacki interes u matematickom
obrazovanju. Matematicki edukator Morgens Niss je ovaj interes obrazloZio na
sljedeci nacin:
Ako razumijemo moguce nacine u¢enja matematike te prepreke koje sprjecavaju te
nacine kod obicnih ucenika, bolje ¢emo razumjeti Sto su matematicko znanje, uvid i
sposobnosti (i Sto nisu), kako nastaju, pohranjuju se i aktiviraju te, posljedicno i
kako ih promicati (Niss, 1999., str. 4).

Tijekom 20. stoljeca razvili su se razliciti pristupi ovom interesu, ali najsnazniji je
onaj prema kojem nastava treba crpiti iz naCina na koji profesionalni
matematicari razmisljaju, uce i razvijaju matematiku.

Matemaricari Fehr, Laisant, Hadamard i ostali su poCetkom 20. stolje¢a prikupili
sustavna svjedocanstva o tome na koji su nacin oni i njihovi kolege razvijali novo
matematicko znanje, s ciljem kako bi opisali sam proces istrazivacke djelatnosti i
istrazivaCima omogucdili da budu izvor nadahnuéa za ukljucivanje ucenika u takav
proces u ucenju matematike (Kilpatrick, 2014.). Kao ideja posluzili su i prvi
reformski pokreti kada je rije¢ o nastavnom programu za srednje Skole kada je
njemacki matematicar Felix Klein (pocetkom 20. stoljeca) uveo program reformi
za obrazovanje nastavnika kojim su se promicale prakticne upute, razvoj
prostornog zora i fukcionalni pristup matematici (Kilpatrick, 2008.). Klein je
odigrao kljuénu ulogu u ranom razvoju matematickog obrazovanja Kkao
istrazivackog podrucja, a posebice u pogledu odnosa izmedu istrazivanja u
matematici, nastavi matematike i istraZivanja matematickog obrazovanja.
Njegove ideje na razne i Cesto neizravne nacine i dalje imaju utjecaj na nastavu
matematike na srednjoskolskoj razini. Sljede¢a etapa reformi, a koja se moze
povezati s idejom IUNM-a, odnosi se na uvodenje rjeSavanja problema u
matematickom obrazovanju tijekom 1980-ih godina. U sljede¢em se odjeljku
njime bavimo kao temeljnom idejom istrazivanja u matematici.

Znacajke procesa istrazivanja
U ovom ¢emo odjeljku dati pregled ideja i koncepata koji su vodili razvoj IUNM-a
tijekom proteklog stoljeca. Klju¢ni pojam je problem.



Problem u IUNM-u oznacava viSe od pukog zadatka, vjeZzbe ili aktivnosti.
Problem je otvoren u smislu da se od ucenika traZzi da eksperimentiraju,
teoretiziraju o mogucim rjeSenjima, priop¢avaju hipoteze i moguce strategije
rjeSavanja te da mozda postavljaju i dodatna pitanja koja ¢e se razmatrati
tijekom procesa rjesavanja.

Primjer problema moZe biti sljedeci:
»Zamislimo neki trokut s duljinama stranica a, b i c. Ako se sve stranice
jednako uvecaju, za koliko ¢e povrsina uvecanog trokuta biti ve¢a u odnosu
na prvotni trokut ?“

Problem, ovisno o kontekstu u kojem se zadaje, ucenicima pruza razlicite
mogucnosti sudjelovanja u njegovoj preciznijoj formulaciji te pronalaZenju
rjeSenja. Ovisno o prethodnom znanju ucenika o trokutima, mjerama stranica,
kutevima i povrSinama, slicnim trokutima i trigonometrijskim relacijama, postoje
razne strategije rjeSavanja problema. Ucenici se mogu pozabaviti idejom uvecéanja
i eksperimentirati s aditivnim ili multiplikativnim uvecanjem. Zapravo mogu
naciniti veci broj trokuta, povecavati ih, prikupiti rezultate i formulirati hipoteze
o povecanju povrsine. Nadalje, u€enici mogu razmatrati posebne slucajeve (kao
Sto su pravokutni trokuti) i algebarskim putem postaviti hipotezu Sto se tiCe toga
koliko ¢e povecana povrSina biti veca. Dodatno se mogu usporedivati razne
strategije rjeSavanja, raspravljati o njima te ih se ¢ak moZe potvrdivati ili testirati
na novim trokutima. Cinjenica da u¢enici mogu Koristiti razli¢ite i osobne ideje,
usporedivati, povezivati i procjenjivati ih kako bi stekli trajnije znanje smatra se
prednoS¢u u kontekstu IUNM-a. To znaci da ucenici znaju viSe nego samo
izraCunati povrSinu trokuta. Znaju kako kombinirati nova znanja s ostalim
relevantnim podrucjima kako bi rijesili problem otvorene prirode. Znanje koje se
steklo ovim problemom odnosi se na simetrije i preslikavanja geometrijskih
oblika.

Dewey daje naslutiti da bi uCenje trebalo nastajati iz Cinjenja i iskustva, a u
matematici ¢e oni najc¢esce biti motivirani pokusajima da se rijesi neki problem.
Primjer je navedeni problem s uve¢anjem trokuta. Problemi se mogu razlikovati
po naravi, podrijetlu, razini sloZenosti, broju mogucih strategija rjeSavanja itd.
Takoder se mogu razlikovati po potencijalu kada je rije¢ o pobudivanju
matematicke znatiZelje ili kreativnosti kod ucenika. To je vazno jer ucenike potice
na postavljanje pitanja i eksperimentiranje sa znanjem o temi.

Drugi primjeri iz nastavne prakse mogu obuhvaéati dinami¢nu uporabu
raCunalnih programa ili situacije modeliranja izvan matematike. Dok rade u
programima Computer Algebra System ili Dynamic Geometry Software, ucenici
mogu nacrtati graf linearne funkcije koji je zadan F(X) =ax+b. ygenik na taj nacin
moZe pomaknuti ili nagnuti graf prema gore ili dolje. UCenik moze istraZzivati Sto
¢e se s grafom dogadati ako se promijene koeficijenti. Ovaj problem moZe biti
motiviran znatiZeljom i ucenicima pomoci da steknu znanje o grafickom prikazu
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koeficijenata a i b. Informacijsko-komunikacijske tehnologije i razliciti softveri
opcenito imaju vaznu ulogu u razvoju i potpori [IUNM (npr. vidi Artigue & Baptiste,
2012, str. 10).

Ucenici se mogu susresti s mnogim drugim pitanjima u slucajevima kada je
potrebno znanje, a primjer je ,Mogu li se svi prirodni brojevi zapisati kao
umnozak prostih brojeva? Mogu li se zapisati kao zbroj prostih brojeva?“ili ,Kako
mogu opisati akceleraciju mojeg bicikla na putu do Skole ako imam izmjerene
brzine u odredenim trenucima u vremenu?“ Ovakva pitanja od ucenika
zahtijevaju da razviju nova znanja. Problemi mogu proiste¢i iz ¢isto matematickih
pitanja te ih isto tako mogu potaknuti iskustva ili radnje iz stvarnog svijeta.
Problemi, formulacija problema i rjeSavanje problema klju¢ne su sastavnice
istrazivackog procesa u nastavi matematike te imaju znacajnu ulogu u literaturi o
matematickom obrazovanju. Sada ¢emo napraviti kratak pregled nacina na koji se
u proteklom stolje¢u bavilo ovim pojmovima u kontekstu nastave matematike.

Rjesavanje problema kao nacin ucenja

Za podrijetlo IUNM-a aktivnost rjeSavanja problema jednako je tako vazna kao i
postavljanje problema. [ako je rjeSavanje problema od 1980-ih godina u mnogim
zemljama postalo klju¢ni element u nastavnim programima matematike, on u to
vrijeme nije bio novi pojam u literaturi. George Pdélya je 1945. godine objavio
knjigu ,Kako rijesiti matematicki zadatak?“ koja se smatra klasi¢nim djelom kada
je rijec o pristupima rjeSavanju zadataka u matemati¢kom obrazovanju (Artigue i
Blomhgj, 2013, str. 802). U knjizi se rjeSavanje problema opisuje kao aktivnost
kojom se matematicari bave dok istrazuju. Naglasak je na ulozi problema i
heuristickim kompetencijama koje su potrebne kako bi se problemi rijesili.
Heuristicke se kompetencije oslanjaju na prethodno matematicko znanje ucenika
i na njegove strategije koje su potrebne za rjeSavanje nerutinskih problema.
Problem s trokutom primjer je takvog nerutinskog problema u Skolskom
kontekstu. MoZe ga se rijesiti tako da se upotrijebi znanje matematic¢kog sadrzaja
kao Sto je povrSina bilo kojeg trokuta, ali situacija zahtijeva da ucenici razviju
znanje o slicnim trokutima dok na nov nacin kombiniraju poznate strategije i
znanje. P6lya u svojem radu navodi da ucenici koriste strategije kao Sto su
pronalaZenje protuprimjera, skiciranje situacije, npr. pomocu grafa, razmatranje
posebnih slu¢ajeva, pretpostavki i provjera, dokazivanje kontradikcijom itd. Sto
se tice problema s trokutom, dobra bi poc¢etna strategija mogla biti da se razmotre
posebni slucajevi poput konkretnih trokuta ili pravokutnih trokuta. Znanje koje
se upotrebljava mogu biti definicija, pravilo, metoda itd. Sve su to poznate
sastavnice matematike na sveuciliSnoj razini. Medutim, Pdlya se u svojem radu ne
bavi na sustavan nacin nac¢inom realizacije ovakvih aktivnosti na svim razinama
obrazovnog sustava u nastavi matematike.

Schoenfeld je jedan od istrazivaca koji je sustavno istrazivao realizaciju Polyinih
ideja u nastavi matematike. Iznosio je kritike na racun koriStenja Polynog rada
tijekom 1980-ih smatrajuc¢i da ga se trivijalizira (1992., str. 352) te da se u
dovoljnoj mjeri ne naglasava kljucni element razvoja heuristickih kompetencija
kod uc¢enika. Schoenfeld smatra da se, prije nego Sto ucenici krenu s rjeSavanjem



problema, mora napraviti razlika izmedu problema i zadataka. Zadaci se mogu
rijeSiti poznatim strategijama rjeSavanja, dok rjeSavanje problema pak zahtijeva
da se metode i znanje razviju ili kombiniraju na nov nacin. Schoenfeld u ovom
procesu odreduje vazne elemente koji zahtijevaju da se ucenici oslanjaju na
resurse. Resursi su matemati¢ko znanje pojedinca koje moze imati uc¢inak na
konkretan problem; intuicija i neformalno znanje o podrudju, Ccinjenice,
algoritamski postupci, ,rutinski, nealgoritamski postupci, razumijevanje
(propozicionalno znanje) prihvacenih pravila i dogovora za rad u nekom
podrudju. Stoga se ucenici tijekom procesa rjeSavanja problema moraju nauciti
oslanjati na sljedece: njihovo prethodno steceno znanje, kompetencije i vjestine
te ih kombinirati s intuicijom i preliminarnom hipotezom odgovora. Kako bi to
ostvarili, uCenici se moraju osloniti na svoje heuristike, Sto ukljucuje ,strategije i
tehnike za ostvarivanje napretka s nepoznatim ili nestandardnim problemima;
pravila za ucinkovito rjeSavanje problema, ukljucujuéi: crtanje slika, uvodenje
odgovaraju¢e notacije, istraZivanje povezanih problema, reformuliranje
problema; obrnuti rad, postupci testiranja i potvrdivanja“ (Schoenfeld, 1985., str.
15). Ove su heuretike slicne Deweyjevom opisu uloge matematike u istrazivackim
procesima, ali one su isto tako Sire od toga. Prema Artigueu i Blomhgju (2013.),
one imaju zajednicke znacajke s pristupima istraZivacki usmjerene nastave
prirodnih predmeta poput postavljanja pitanja, teoretiziranja, sustavnog
eksperimentiranja, suradnje, komunikacije, postavljanja problema na drugacije
nacine itd., a sve s ciljem da uCenici steknu nova znanja. Vazno je takoder istaknuti
da heuristicke kompetencije ukljucuju istrazivacki stav prema matematickoj
aktivnosti koji je motiviran znatiZeljom.

Sve se ovo moZe primijeniti na problem s poveéanjem trokuta i na sve moguce
strategije rjeSavanja. Ovaj se problem moZe rijesiti tako da se eksperimentira s
konkretnim materijalima (izrada trokuta), razmatra razne reformulacije
problema (povecanje pomo¢i aditivnih ili multiplikativnih strategija) ili se
problemu moZe pristupiti s neke apstraktnije perspektive tako da se, primjerice,
razmotri poseban sluc¢aj kao $to je pravokutan trokut.

RjeSavanje problema smatra se u [UNM-u aktivnoS¢u u kojoj se ocekuje
sudjelovanje ucenika. To podrazumijeva da ucenici koriste prethodno steceno
znanje, intuicije, nedefinirana shvacanja i hipoteze kako bi istrazili i razumjeli
problem. Putem eksperimentiranja i novih nac¢ina kombiniranja znanja, Sto
ukljucuje znanje steceno tijekom istraZivanja, ucenici razvijaju nove spoznaje
koje ¢e se procijeniti pomoc¢u daljnjih eksperimenata. Proces rjeSavanja
problema pokre¢u matematicka kreativnost i znatiZelja ucenika koje se
dodatno razvijaju dok se problem rjeSava.

Medutim, i dalje je pomalo nejasno kako na ovaj nac¢in poucavati ucenike, kada i
zaSto primjenjivati svaki element. Nastavnici moraju osmisliti probleme u kojima
¢e se ucCenici ponaSati kao matematicki istraZivaci, a sami nastavnici moraju se
suzdrzati od toga da uCenicima govore Sto bi trebali raditi. Medutim, nastava nije
usmjerena samo na to da se u€enicima omoguci da steknu iskustvo sa zadacima
koji su otvorenije prirode u odnosu na obiCne vjezbe, kao Sto smo vidjeli u
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primjeru problema s trokutom, vec i na to da se uspjesno prode cijeli opisani
proces rjesavanja problema.

Kolicina vodenja u problemski usmjerenom ucenju

Dewey je joS 1938. godine zagovarao tezu da se procesi ucenja moraju temeljiti
na interakciji u€enika s problemom. Bilo bi poZeljno da se ta interakcija odvija u
dijalektici izmedu poznatih i nepoznatih situacija gdje znanje koje su ucenici
prethodno stekli vodi proucavanje nepoznatoga. Na primjer, uenici na temelju
onoga $to vec znaju mogu tijekom istraZivackog procesa formulirati hipotezu i
problemu pristupiti na sustavan nacin. Kada je rije¢ o problemu s trokutom,
uCenici mogu sustavno ispitati odnos izmedu povecanja trokuta i povecanja
povrsine. Ucenici mogu formulirati jasnu hipotezu o ovom odnosu na temelju
posebnog slucaja pravokutnog trokuta. Hipoteza se moZe provjeriti tako da se
konstruira bilo koji trokut te izracunaju povrsine pocetnog i povecanog trokuta.
Ucenici na temelju iskustva iz ove radnje razvijaju vlastito znanje o problemu koji
su razmatrali. U problemu s trokutom ucenicima se daje mogu¢nost da izgrade

znanje o sli¢nim trokutima, op¢u formulu za povrsinu 4 = %absinC, gdje je C kut

izmedu dviju stranica a i b, te da razumiju trigonometrijske odnose. Stoga ucitelj,
kako bi osmislio istraZivacki usmjerenu nastavu, mora izraditi scenarije koji ¢e
mu pomoc¢i da razumije u kojoj fazi ucenici tijekom proucavanja problema koriste
prethodno steCeno znanje, kada se formulira hipoteza i kada se ona testira, kada
se moze izgraditi ili formulirati novo znanje na temelju (generalizacija) postupaka
ucenika. Ucitelj je u tom smislu moderator kada je rije¢ o osmisljavanju i vodenju
ucenika dok potonji izgraduju znanje (Godino i ostali, 2015.). Uloga ucitelja
trebala bi se dozivljavati kao suistrazivaca koji vodi mlade ¢lanove istrazivacke
zajednice, a ne kao osobu koja ima sve odgovore (Artigue i Baptist, 2012.).

Podupiranje rada ucenika na problemu u IUNM-u odnosi se na formulaciju
problema. Formulacija bi ucenicima trebala omoguciti da razviju mnostvo
strategija ovisno o znanju koje su ve¢ usvojili. Ona bi trebala ucenike dodatno
poticati da istrazuju i eksperimentiraju s problemom, Sto ¢e ih navesti da
izgrade novo znanje. Nastavnik bi trebao voditi u¢enike u ovom procesu i to ne
tako da im daje odgovore, ve¢ da bude iskusni suistraziva¢ koji postavlja
pitanja i tako potice istrazivacki proces.

Opcenito govoreci, danas postoji suglasnost da stvarno rjeSavanje problema
doprinosi ishodima ucenja nastave matematike: ,rjeSavanjem problema dobije se
vise nego time da se pokuSava razumjeti dobiveno rjeSenje“ (Bosch i Winslgw,
2016.). ,Vise“ se odnosi na heuristike i uporabu gore navedenih resursa. Mozda
se ¢ini kao da je nedostiZno, ali ipak ga se prepoznaje kada se s njime susretne.
Prethodno provedene studije ukazuju na to da dobra problemski usmjerena
nastava stvara odgovarajuce odnose izmedu odredenih ucenika i odredenih
zadaca (Schoenfeld, 1992., str. 353). Stoga se istraZivanje posljednjih desetljec¢a
usmjerilo na odredivanje prikladnih problema koji bi trebali imati velik potencijal
da ucenici upotrijebe heuristike i resurse. Nadalje, naglasak je bio na istrazivanju
nacela poucavanja i vodenja koja bi trebala biti uc¢inkovita po pitanju toga da
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ucCenici realiziraju sve svoje potencijale. Kada je rije€ o poucavanju, tijekom 1980-
ih spominjale su se stvari poput vodene ucenicke aktivnosti ili aktivnosti koja od
ucenika zahtijeva da procese artikuliraju kao neku vrstu metarefleksije o tome Sto
rade. Ove metarefleksije mogu biti takve da se od ucenika traZi da problem
prenesu u matematiku poput, primjerice, u problemu s modeliranjem akceleracije
uCenika tijekom voZnje biciklom do Skole. Nadalje, metarefleksije su potrebne u
problemu u kojem se razmatra graf linearne funkcije u koordinatnom sustavu i od
ucenika se trazi da prikupe konkretne podatke iz niza primjera kako bi formulirali
hipoteze kada je rije¢ o koeficijentima. Nacela poucavanja takoder se bave
izazovima i dvojbama nastavnika $to se tice toga kada da se ukljuce u aktivnosti
uCenika ili se suzdrZze od davanja odgovora ucenicima ili kako da potaknu
optimalne strategije (Schoenfeld, 1992., str. 354). Ako nastavnik natukne da
ucenici trebaju razmotriti poseban slucaj, ucrtati skupove podataka kako bi
napravili linearnu regresiju ili skicirali problem kao graf ili geometrijski oblik,
neki ¢e ucenici to protumaciti kao jedini moguci nacin rjeSavanja problema. To ¢e
uciniti ne zato Sto smatraju da ¢e pomocu te strategije rijeSiti problem, ve¢ zato
Sto je tako rekao nastavnik. Prema tome, teSko je ucCenike usmjeravati ili
primjenjivati strategiju ucenja otkrivanjem, a da im se ne naznaci odgovor. Ako
govorimo o problemu s trokutom, za ucitelja vodenje ucenika nije beznacajna
zadaca u slucaju da oni inzistiraju na radu s konkretnim primjerima. Postavljanje
pitanja kao Sto je “vrijedi li njihova hipoteza opcenito”, mozZe dovesti do novih
pristupa problemu, ali isto tako se moZe pokazati da je to prevelik zalogaj te
zapravo nece biti rije¢ o vodenju. To je op¢i izazov kada je rije¢ o podupiranju
istrazivackog ucenja u nastavnom procesu. UCenicima se treba dati ograni¢eno
polje na kojem Ce provoditi svoje istraZivanje. Ako je vodenje suviSe usmjereno ili
je pak premalo ogranicenja, tada se planirana nastava urusava.

Izazov podupiranja istraZivackog procesa ucenika jest sljedeci: nema pravog
istraZivanja ako postoji previSe uputa te se ponistava potencijal za ucenje; s
druge strane, ako postoji premalo uputa ucenici ¢e zapeti i odustati od
rjeSavanja problema. Prava koli¢ina uputa je stvar osjetljive ravnoteZze.

Uclenici u tom slucaju ne mogu izgraditi znanje na temelju svojih postupaka i
iskustava. Nastavnik stoga uc€enicima ne mozZe izravno reci $to trebaju raditi, ali
istovremeno mora u uc¢enicima potaknuti potrebu da postupaju na nacin koji bi ih
mogao dovesti do postizanja Zeljenih ciljeva u¢enja. Stoga se na podupiranje treba
gledati kao na nesto vise od davanja primjera, strategija i postavljanja preizravnih
i zatvorenih pitanja.

Uloga pitanja ucenika dok rade na problemu

Najnovije studije ukazuju na postavljanje problema kao pristup sudjelovanju
uCenika u rjeSavanju problema. Postavljanje problema kao pedagoska ideja staro
je kao i sama ideja rjeSavanja problema. Ellerton (2013.) se referira na Einsteina
i Infelda koji su tvrdili da je formulacija problema vaznija od davanja odgovora te
daje to mnogo zahtjevnija zadaca (Ellerton, 2013., str. 88). MoZda je to pretjerano,
ali naglasava se vaznost propitivanja znanja koje se namjerava dalje proucavati ili
produbiti.
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Nastanak postavljanja problema kao pristupa nastavi matematike povezan je s
ponovnim budenjem zanimanja za rjeSavanje problema koje se pojavilo 1980-ih
godina. Ellertonova sudija o ukljuc¢ivanju nastavnika matematike koji joS nisu
pocCeli predavati u aktivnosti postavljanja problema daje naslutiti da ce
postavljanje problema mozda imati glavnu ulogu u nastavnim programima
matematike (Ellerton, 2013, str. 90). Razlog za iznoSenje ove tvrdnje jest taj Sto
postavljanje problema kod ucenika pospjeSuje razvoj heuristika i resursa koji su
dio rjeSavanja problema i [UNM-a ili, kako su to srocili Singer, Ellerton i Cai,
,Postavljanje problema poboljSava ucenic¢ke vjeStine rjeSavanja problema,
stavove i povjerenje u matematiku te doprinosi dubljem razumijevanju
matematickih koncepata i razvoju matematickog misljenja“ (Singer, Ellerton i Cai,
2013, str. 2). Prema Artigueu i Blomhgju (2013.) te Hiebertu i ostalima (1996.),
postavljanje problema kao ucenicka aktivnost moze poduprijeti Deweyjevu ideju
reflektivnog (kritiCkog) istraZivanja, koja u sebi sadrZi ideju da bi se ucenicima
trebalo dopustiti i ¢ak ih poticati da problematiziraju znanje koje im se prenosi.
Stovise, to znaci da u¢enike treba poticati da se pitaju o posljedicama problema
nad kojim rade tijekom IUNM-a. Za ocekivati je da se ucenici u primjeru s
trokutom pitaju na Sto se to misli pod ,jednako uvecati“ stranice trokuta.
Medutim, vazno je da ucenici sami dodu do odgovora i to tako da, primjerice,
eksperimentiraju kako s aditivnim, tako i s multiplikativnim strategijama. Na taj
se nacin potiCe da ucenici samostalno grade znanje, a posebice spoznaja da
aditivna strategija nece dovesti do sli¢nih trokuta. To bi u¢enike moglo navesti da
se pitaju mogu li se povrSine usporedivati samo u slu¢ajevima kada su pocetni i
povecani trokut sli¢ni. Nadalje, problem s trokutom moZe ucenike navesti da se
pitaju kako odrediti visinu bilo kojeg trokuta ako su im poznate samo duZine
stranica kao a, b i c itd.

Dobar problem je otvoren, $to uc¢enike navodi na razmisSljanje, preciziranje i
postavljanje pitanja o doti¢nom znanju. Postavljanje pitanja klju¢no je kao
pokretac istrazivackog procesa i trebalo bi ucenike navesti da odgovore na
vlastita pitanja i pretpostavke.

Kada je rije¢ o vodenju i podupiranju, razvijeno je nekoliko ideja planiranja kako
bi se postavljanje problema realiziralo kao aktivnost u nastavi matematike u
Skolama. Ove ideje obuhvacaju davanje informacija u€enicima i trazZenje od njih
da postavljaju probleme koji se mogu rijesiti na temelju dobivenih informacija;
traZenje od ucenika da rijeSe odredene probleme i onda postavljaju slicne
probleme ili opisivanje odredenih pojava ucenicima i traZenje da postavljaju
probleme koji se odnose na opisane pojave (Bosch & Winslgw, 2016). Medutim,
ove su ideje planiranja joS uvijek su pomalo nedostatne ako Zelimo da postupci
uCenika odraZavaju postupke matematicara istrazivaca gdje nova pitanja
proistjecu iz interakcije istrazivaca s doticnom domenom znanja poput,
primjerice, proucavanja rada drugih istrazivaca ili putem osobnog ili zajednickog
rada na rjeSavanju problema. Takve aktivnosti mogu potaknuti razmisljanje i
znatiZelju te formulaciju novih problema, Sto dodatno potice istrazivanje.
Kilpatrick smatra da to nije samo znacajka istrazivanja. Tvrdi da, govoreci jo$
opcenitije, ve¢inu problema u stvarnom Zivotu formulira osoba koja ih rjesava te
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da bi nastava matematike u tom pogledu trebala biti sli¢nija stvarnom Zivotu
(Kilpatrick, 1987., str. 124). Eksplicitna uloga postavljanja problema varira u
raznim pristupima IUNM-a, ali svima im je zajedni¢ko to da poticu ucenike na
razmiSljanje, ¢ini ih znatiZeljnima te ih poti¢e da analiziraju pretpostavljene
odnose i formuliraju hipoteze za daljnje istraZivanje.

Otkud dolaze problemi?

[ druge su se teorije o nastavi matematike, uz literaturu o postavljanju problema,
na razlic¢ite nacine bavile ulogom problema, rjeSavanja problema i postavljanja
problema. Nekoliko pristupa matematickom obrazovanju smatra rjeSavanje
nerutinskih problema temeljem koji se pokrenuo i dodatno razvijao 1970-ih i
nakon toga: Teorija didaktickih situacija (TDS, Brousseau, 1997.) i realisti¢cno
matematicko obrazovanje (RMO, Freudenthal, 1991.). TDS-u i RMO-u zajednicka
je ideja da se ucenicima trebaju davati nerutinski problemi koje oni onda
rjeSavaju stjecanjem novog znanja. Sto se ti¢e TDS-a, to bi se trebalo odvijati tako
da se ucenici prilagodavaju onome Sto se naziva okruZenje nastavne situacije
(Brousseau, 1997.). S druge strane, razvoj znanja se u RMO-u dogada kada ucenici
matematiziraju pojavu koja je predmet problema. RMO razlikuje dva aspekta ovog
procesa: vertikalnu i horizontalnu matematizaciju (Freudenthal, 1991.). Objema
je teorijama zajednicka ideja da nastavnik ucenicima daje pocetni problem, ali
ucCenici su ti koji trebaju djelovati i razraditi ideje koje se odnose na rjeSavanje
problema. Takve aktivnosti mogle bi dovesti do toga da ucenici implicitno ili
eksplicitno propituju navedeno znanje. Ova se dva pristupa smatraju
prekretnicama kada je rije¢ o aktivnostima projekta MERIA te ¢emo u kasnijim
odjeljcima ovoga priru¢nika dati detaljan pregled obiju teorija.

Medutim, isto tako postoje i drugi teorijski pristupi koji se bave IUNM-om. Za
teoriju matematicke kompetencije (Niss i drugi, 2002.) moZe se re¢i da obuhvaca
heuristicke kompetencije, iako se teorija bavi s osam kompetencija od koji se
nijedna na naziva heuristickom. Takozvana kompetencija rjeSavanja problema i
kompetencija modeliranja posebice dijele osobine onoga Sto se gore opisalo kao
klju¢na uloga heuristika u istrazivacki usmjerenim aktivnostima.

Opcenitije govoreci, mogli bi se ustvrditi da aktivnosti matemati¢kog modeliranja
podupiru razvoj stavova i vjestina rjeSavanja problema. Iz perspektive teorije
matematicke kompetencije matematicko se modeliranje moze opisati kao cikli¢no
kretanje naprijed i nazad u odredenim fazama ciklusa modeliranja (Blomhgj,
2004.; Blum & Leiss, 2006.). Ciklusi modeliranja mogu nastavnicima posluZiti kao
smjernice; ako su svjesni faza koje Cine aktivnosti modeliranja, nastavnici mogu
pratiti nacine na koje ih ucenici provode u nastavnim situacijama. Medutim,
studije koje koriste cikluse modeliranja za analizu ucenickih aktivnosti
modeliranja ukazuju da to nije uvijek tako. Problemi modeliranja koji sadrZe
mogucnost realiziranja svih faza moZda ipak ne ostvare sve te potencijale u
nastavnim kontekstima (Blum i Borromero Ferri, 2007.). Iz perspektive pristupa
teorije matematicke kompetencije i RMO-a, matematicCkom je modeliranju
zajednicka ideja da se istrazivacki procesi temelje na ,realisticnim” situacijama.
To je isto tako u skladu s idejama o nastavi koje je Dewey formulirao pocetkom
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20. stoljeca. (Postoje i) Drugi pristupi modeliranju kao Sto su Aktivnosti poticanja
modeliranja ((Doerr i Arlebdck, 2015.) koji zagovaraju otvorenije pristupe
istrazivackim procesima i da ih moZe poduprijeti prethodno ste¢eno znanje
ucenika kako u unutarnastavnim, tako i u izvannastavnim domenama
matematickog znanja.

MozZemo reci da isto vrijedi i za antropolosSku teoriju didaktike. ATD daje op¢i
model matematickog znanja koje se promatra kao ljudsko proucavanje tipova
problema. Organizirana je na temelju matematickih prakseologija koje se sastoje
od prakti¢nog bloka (vrste problema i tehnika) te bloka znanja (tehnologija i
teorija). Smatra se da nastavnik rukovodi didaktickim procesom. Prema ovom se
pristupu istrazivacki proces pokrece kada nastavnik zada problem otvorene
prirode. Problem moZe biti ¢isto matematicki ili iz stvarnog Zivota. Istrazivacki bi
proces trebalo pokretati to da ucenici izravno formuliraju pitanje (Chevallard,
2015.). Medutim, nastava i u€enje ne promatraju se odvojeno, ve¢ se odvijaju
tijekom sloZenog procesa didakticke transpozicije. Ovaj proces sadrZi odredena
didakticka ogranicenja koja proizlaze iz razlic¢itih ukljuCenih ustanova (drustvo,
matematicka zajednica, obrazovni sustav, Skola, ucionica) koje umanjuju
autonomiju nastavnika. ATD predlaZe nacine kako da se transformiraju uvjeti i
ogranicenja Skola i disciplina. Medutim, u ovom se priru¢niku viSe ne¢emo baviti
ovim ambicioznim oblikom [UNM-a.

Otvoreni pristup s velikim brojem odgovora ucenika na isti problem u japanskoj
se tradiciji (Nohda, 2000.) percipira kao pokretacem koji paznju ucenika (i
nastavnika) usmjerava na matematicku argumentaciju i komunikaciju. Razlic¢ite
strategije koje ucenici osmisle mogu se prenijeti na cijeli razred kako bi ucenici
stekli koherentno znanje o problemu.

Vidimo, dakle, da u razli¢itim teorijskim pristupima postoje razli¢ita poimanja
nacina formulacije i pronalaska problema, Sto kod ucenika moze potaknuti
Zivahne istrazivacke procese. Kada je rije¢ o matematickom modeliranju, ucitelji
su Cesto ti koji zadaju pocetne probleme koji se najceS¢e odnose na situacije iz
stvarnog Zivota. Ideja da ucenici uce kroz interakciju s jednim ili viSe problema
uobicajena je znacajka IUNM-a koja seZe joS od Deweyja.

Kako bismo saZeli ideje koje smo do sada spomenuli, moZemo re¢i da se [IUNM
definira kao bilo koja nastavna aktivnost Ciji je cilj da ucenici sudjeluju u
istrazivackim procesima u matematici, $to znaci da poimaju, ispituju i istrazuju
koncepte i pojmove tako Sto se ponasaju ili se u¢e ponasati kao istraZivaci
matematickog problema te na taj nacin stjecu odredeno matematicko znanje.

Sto se napravilo kada je rije¢ o promicanju IUNM-a?

[strazivaCi matematickog obrazovanja Zele [UNM promicati kroz nacionalne i
istrazivacke projekte u raznim zemljama. [UNM je u mnogim drZavama u nekoj
mjeri uvrSten u nastavni plan matematike, iako se moZe primijetiti da se koriste
razne formulacije njegovih znacajki te da se primjenjuju razliciti teorijski pristupi.
Projekti koje financira Europska unija podupiru i proucavaju provedbu [IUNM-a u
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obrazovnim sustavima drzava clanica. U izvjeS¢u EU-a iz 2007. godine o
pedagoskim trendovima u europskim obrazovnim sustavima spominje se
»,alarmantno smanjenje zanimanja mladih za klju¢ne prirodne predmete i
matematiku u Europi“ (Rocard i drugi, 2007.). U istom tom izvjeS¢u navodi se
kako ,prijelaz s poglavito deduktivne pedagodije nastave prirodnih predmeta u
Skolama na istrazivacki usmjerene metode omogucuje nacine za povecanjem
zanimanja za prirodne predmete”. U americkom se dokumentu pod nazivom
,Nacela i standardi nastave matematike u §kolama“ na sli¢an nacin naglasava cilj
za nastavu matematike na srednjosSkolskoj razini, a to je da se ,ucenike nauci
rjeSavati nerutinske probleme tako da im se omogud¢i stjecanje znanja te pruze
alati za rjeSavanje takvih problema“ (NCTM, 2000.). To ukazuje na zanimanje
drzava diljem svijeta kada je rije¢ o promicanju [UNM-a u svim ucionicama.
Medutim, kada je rije¢ o promicanju IUNM-a, u izvjeS¢ima iz pojedinih drzava
vidimo da jo$ uvijek postoje izazovi u provedbi. U izvjeS¢ima iz Francuske i
Engleske navodi se da, iako politicari ¢esto imaju dobre namjere, oni nisu potpuno
svjesni Sto je zapravo potrebno uciniti kako bi se promijenila praksa u
ucionicama, a poucavanje postalo [IUNM umjesto prijenosa znanja (Burkhardt i
Bell, 2007.; Artigue i Houdement, 2007.). Projekt PRIMAS koji je pokrenula EU
istrazivao je ove izazove te donio preporuku da se nastavnicima treba pruziti
prilike da provode istrazivacki usmjerenu nastavu matematike. Nadalje, navodi
se da se svi projekti i mjere za promicanje IUNM-a moraju prilagoditi lokalnim
uvjetima. Medutim, nastavnicima su potrebne potporne strukture koje promicu
medusobnu potporu u provedbi novih inicijativa (Garcia, 2013.). Slican EU-ov
projekt pod nazivom MASCIL bavio se izazovima provodenja istrazivacki
usmjerene nastave i povezivanjem poucavanja matematike i prirodnih predmeta
s trziStem rada. On promice holisticki pristup pruzZanju potpore putem
,provodenja niza radnih aktivnosti, Sto ukljucuje razvoj iznimno kvalitetnih,
inovativnih materijala i odrZavanje radionica za profesionalni razvoj koje bi
provodili nastavnici koji su prosli obuku za istrazivacki usmjereno ucenje.

Sada ¢emo se posvetiti pitanju realizacije [UNM-a i povezanim izazovima.

16



2. Kako provoditi IUNM?

Uvod

Nekoliko projekata EU-a promicalo je istrazivacki usmjerenu nastavu matematike
(IUNM) kako bi se ucenike bolje pripremilo za dinami¢no drusStvo znanja. U 21.
stoljecu nije dovoljno znati Cinjenice i posjedovati izolirane osnovne vjestine.
Ucenici moraju razviti vjeStine rjeSavanja problema i sposobnost samostalnog
stjecanja znanja. Stoga kompetencije kao Sto su sposobnost rada s nedostatkom
informacija, matematicka kreativnost u novim podrué¢jima znanja, suradnja pri
rjeSavanju problemskih situacija i komunikacija (matematickih) rezultata postaju
sve vaznije. Matematicko obrazovanje ima odgovornost za razvoj vjestina za 21.
stolje¢e (Rocard i drugi, 2007.).

Fokus na vjeStine za 21. stoljeCe nije nova pojava. Slicne kompetencije

prepoznajemo u inicijativama cija je svrha da mjere i promic¢u matematicku

pismenost ucenika. PISA matematicku pismenost definira na sljedeci nacin:
... sposobnost ucenika da formuliraju, koriste i tumace matematiku u raznim
kontekstima. Ova definicija obuhva¢a matematicko rasudivanje i koriStenje
matematickih pojmova, postupaka, ¢injenica i alata kako bi opisali, objasnili i
predvidjeli pojave. To pojedincima pomaZe da prepoznaju ulogu matematike u
svijetu te da utemeljeno prosuduju i odlucuju kao konstruktivni, angaZirani
gradani koji razmisljaju kriticki. (OECD, 20164, str. 25)

Trenutni uobicajeni klju¢ni standardi u SAD-u takoder obuhvac¢aju kompetencije
koje nadilaze tecnost postupka (Centar za najbolje prakse Nacionalnog udruzenja
guvernera, Vijece glavnih drzavnih tajnika za Skolstvo, 2010). Spomenuti
standardi jasno se usredotocuju na vaznost razvijanja kompetencija kao S$to su
rjeSavanje problema, obrazlaganje, komunikacija i predocavanje.

Popise novih kompetencija objedinjuje potreba za fleksibilnijim vjeStinama.
Pitanje je kako ove vjeStine razviti u ucionica na nastavi matematike? IUNM je
nacin kako poticati razvoj ovih vjestina. Procesi poput postavljanja hipoteza,
planiranja istrazivanja, sustavnog eksperimentiranja i procjene rezultata u [IUNM-
u se koriste za kreiranje nastavnih satova. U ovom ¢emo se poglavlju baviti
ulogom zadataka i nastavnim strategijama u [UNM-u. Osim toga, raspravit cemo i
opisati iskustva s IUNM-om iz raznih europskih zemalja.

Zadaci koji poticu IUNM

Tradicionalni zadaci iz udzbenika tesko da e pospjesSiti IUNM. Takvi zadaci
uglavnom daju upravo onu koli¢inu informacija koja je potrebna za rjeSavanje
zadatka, a pretezito su koncipirani tako da ucenici gotovo uopce ne moraju
razmiSljati o postupku rjesavanja. Za IUNM vazno je da se u ucionici stvore
nastavni satovi koji su pogodni za primjenu istrazivacko-usmjerenih procesa. Nije
nuzno da se svim procesima iz ciklusa istraZivanja posveti izravna paznja u
svakom zadatku, ali zadatak bi ucenicima trebao omoguciti da uce barem o
jednom od istrazivackih procesa u matematici. Nestrukturirani zadaci mogu
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uCenicima dati priliku da istraZuju, kriticki razmisljaju, suraduju i komuniciraju
rezultate; u Slici 1 navodi se primjer.

Nestrukturirana verzija

e
Strukturirana verzija

Pacijent je bolestan. Lijecnik mu
propiSe lijek te mu savjetuje da
uzima dnevnu dozu od 1500 mg.
Nakon uzimanja doze 25 % lijeka
u prosjeku se izlucuje iz tijela
tijekom dana. Preostala koli¢ina
lijeka ostaje u krvotoku pacijenta.

Pacijent je bolestan. Lijecnik mu propise
lijek te mu savjetuje da uzima dnevnu dozu
od 1500 mg. Nakon uzimanja doze 25 %
lijeka u prosjeku se izlucuje iz tijela tijekom
dana. Preostala koliCina lijeka ostaje u
krvotoku pacijenta.

¢ Koliko mg lijeka ostaje u krvotoku

pacijenta nakon jednoga dana?
e Dovrsite tablicu.

krvotoku
| o0 | 0

1125

Istraga

Istrazite racunanjem na koji se nacin
mijenja koli¢ina lijeka (u mg) ako
netko lijek krene uzimati u dnevnoj
dozi od 1500 mg i to, primjerice, tri
puta dnevno po 500 mg.

Jesu li posljedice dosta tako
dramaticne ako se preskoci jedan dan
i/ili uzme dvostruka doza?

Moze li se postiéi svaka koli¢ina lijeka
u krvotoku? Objasnite vas odgovor.

e (Objasnite zasto moZete izracunati
koli¢inu lijeka za sljede¢i dan pomocu .
formule: nova_koli¢ina = (stara_koli¢ina | Proizvod
+1500) * 0,75 Osmislite letak za pacijente koji ¢e
¢ Nakon koliko ¢e dana pacijent u sadrzavati _odg_ovore  ha  gore
krvotoku imati viSe od 4 g lijeka? A navedena pitanja. Ukljulite graf
nakon koliko dana 5 g? i/ili tablice kako biste ilustrirali
e Koja je najveéa moguca koli¢ina lijeka? : POvVecane kolicine lijeka tijekom

nekoliko dana.

e e e e e ]

Slika 1: Dvije verzije zadatka (Doorman, Jonker i Wijers, 2016., str. 25)

Ako se u ucionici koristi nestrukturirana verzija zadatka, tada je nastavnik duZan
usmjeriti paZnju ucenika na matematicke aspekte problema (ili u kojoj je mjeri
dopusteno odmaknuti se od matematike i baviti se, primjerice, biologijom). Ovaj
nam primjer ukazuje na to da ,otvoreni“ zadaci mogu matematiku povezati s
drugim prirodnim predmetima i da je matematika primjenjiva. Medutim,
»otvaranje problema“ neée nuzno dovesti do koristenja matematickih pojmova u
nematematickim konceptima. [ isklju¢ivo matematicki zadaci mogu se
preformulirati u nestrukturirane zadatke te pretvoriti u istragu. Vazan cilj
nestrukturiranog zadatka jest da ucenici preuzmu aktivnu ulogu i poticu vlastito
djelovanje u rjeSavanju matematickog zadatka.

Nestrukturirani zadaci koji dovode do strategija s viSe rjeSenja poticu ucenje u
[UNM-u. Strategije ucenika, njihova tumacenja problema, pretpostavke, izracuni,
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poimanja i suradnja omogucuju da se promislja o istrazivackim procesima u
matematici. Nastavnici su u ovom procesu proaktivni. Oni pomocu strateski
pomno odabranih pitanja podupiru i poticuucenike kojima teze ide i ohrabruje
one koji uspjeSno rjeSavaju zadatak. Oni cijene doprinose ucenika, ispravljaju
pogreske i podupiru ucenje tako Sto koriste misljenje i iskustvo ucenika. To
zahtijeva postojanje osjecaja zajednickog cilja i vlasniStva odnosno zajednicko
kreiranje matematickog sadrzaja.

Vazno je istaknuti da se u svakodnevici sve ne treba ili cak ne moZe izmijeniti kako
bi se provodila istraZivac¢ki usmjerena nastava. Uloga istrazivanja u svakodnevnoj
nastavnoj praksi jedna je od sastavnica dobroga obrazovanja. Provodenje [UNM-
a moZe se poticati tako da se nastavnike podupire u tome da u nastavne sadrzaje
ukljuce teme kao Sto su istrazivacki procesi u svakodnevnoj praksi, da se razvijaju
resursi za IUNM, da se osvijeste nacini ucenja koncepata kroz IUNM, podupire
timski rad te mjeri napredak i procjenjuju kompetencije u€enika koje se odnose
na [UNM.

Strategije poucavanja za IUNM

PRIMAS! je bio projekt EU-a ¢iji je cilj bio da se nastavnike podupire u tome da
zajednicki istrazuju pedagoSku osnovu IUNM-a putem osmisljavanja i provedbe
modula za profesionalni razvoj. Ti su moduli obuhvacali aktivnosti koje povezuju
istrazivacki usmjerene nastavne metode s postoje¢im praksama, inovativne
nastavne aktivnosti, a popracene su video snimkama nastavnog sata i primjerima
priprema nastavnog sata. Od modula se ocekivalo da nastavnike i one koji ih
obrazuju navedu na razmisljanje i na novi nacin rada (Swan i drugi, 2013.).

Prijelaz prema IUNM-u dovodi nastavnike u mnoge pedagoske nedoumice. Na
primjer: Kako moje ucenike mogu poticati da postavljaju i slijede vlastita pitanja?
Kako mogu pomod¢i ucenicima da slijede¢i svoja pitanja dodu do korisnih
rezultata? Kako nauciti u¢enike da rade suradnicki i uce jedni od drugih? Kako ove
nove aktivnosti uklopiti u moje uobicajene dnevne obveze? Ovakva su pitanja
dovela do sljede¢ih tema kojima su se bavili PRIMAS moduli za promicanje
istrazivanja u svakodnevnom radu u nastavi:

1. organiziranje istrazivanja pod vodstvom ucenika;
pomaganje ucenicima pri rjeSavanju nestrukturiranih problema;
promicanje razvoja koncepata Kroz istrazivanje;
postavljanje pitanja koja poticu razmisljanje (i ukljucuju sve ucenike);
podupiranje suradnickog rada;
uporaba samoprocjene i vrSnjacke procjene u cilju poticanja ucenja.

o W

Transformacije zadatka iz udzbenika

Dat ¢emo nekoliko primjera alternativnog koriStenja zadatka iz udzbenika koji se
navodi u Slici 1. Strukturirana verzija zadatka daje kontekst, navodi problem i
to¢ne informacije koje su potrebne kako bi se problem rijeSio. U zadatku se traZi
da se Kkoristi formula, a kontekst se moZe zanemariti. Zadatak ne podupire
primjenu ili u¢enje o primjeni matematike izvan uc¢ionice matematike. Cini se da

1 http://www.primas-project.eu/
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nestrukturirana verzija uCenicima omogucuje da istraZze situaciju, budu
matematicki kreativni, suraduju, kriticki promisljaju o rezultatima te o njima
komuniciraju. Medutim, Sto se tiCe nestrukturirane verzije zadatka, postoji
opasnost da Ce se ucenici osjecati izgubljeno i necCe znati Sto im je Ciniti ili da ¢e
dijelovi zadatka od ucenika iziskivati toliko vremena da nece moci doéi do
traZenog rezultata za vrijeme trajanja sata. Nastavnik mora usmjeravati sat kako
se to ne bi dogodilo. Stoga se za nestrukturiranu verziju zadatka mora pripremiti
strukturiran plan sata kako bi se ucenike vodilo tijekom istraZivanja.

10 minuta: formirajte skupine, uvedite problem i plan rada te raspodijelite
+ zadatak

10 minuta: ucenici u skupinama rade na zadatku

10 minuta: raspravite s cijelim razredom imaju li sve skupine ideju kako poceti
: 1 Sto raditi. Razmijenite strategije i pobrinite se da svi razumiju Sto se od njih
| otekuje.

15 minuta: u€enici rade na zadatku, dovrsavaju izraCune i pripremaju sastavne
| dijelovezaletak
| 20 minuta: u¢enici dovrsavaju letke

+ 20: prezentiranje nekolicine primjera

L 10 minuta: osvrt na zadatak (i njegova uloga u daljnjem radu)

Slika 2: Strukturirani plan sata za nestrukturirani zadatak (vidi Sliku 1).

Treba napomenuti da su za ovaj plan sata potrebne pedagoske vjestine kako bi se
upravljalo procesom u ucionici. Nastavnik nekoliko puta tijekom sata treba
kombinirati rasprave na razini cijelog razreda i skupni rad.

Dodatna opcija da se ucenike ukljuci u proces istrazivanja (s vise strukture) jest
da se zadatak raspodijeli na manje dijelove. MoZete pokazati samo uvodni tekst i
pitati: Sto je glavni problem? Trebaju li nam neke dodatne informacije kako bismo
rijeSili problem? Koju biste strategiju mogli upotrijebiti kako biste dosli do
odgovora?

Pacijent je bolestan. Lije¢nik mu propise lijek te mu savjetuje da uzima dnevnu
i dozu od 1500 mg. Nakon uzimanja doze 25 % lijeka u prosjeku se izlucuje iz |

! tijela tijekom dana. Preostala koli¢ina lijeka ostaje u krvotoku pacijenta.

Slika 3: Situacija zadatka. Sto bi mogao biti glavni problem?

Ucenicima se, nakon Sto sami formuliraju problem, moZe dati strukturirana
verzija iz udzbenika. Redoslijed pitanja im sada vjerojatno ima vise smisla buducéi
da su mogli sami razmisliti o situaciji i mogucim strategijama (Ainley i drugi,
2009.).
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Posljednju opciju koristimo kao primjer toga Sto se moZe uciniti sa zadacima iz
udzbenika, a ona se odnosi na to da uzmemo sva potpitanja i izmijeSamo njihov
redoslijed ili da ih poslozimo kao komadice slagalice te ucenike zamolimo da
rekonstruiraju izvorni redoslijed iz udzbenika.

Zadatak koji se navodi u Slici 4 u€enicima omogucuje da promisljaju o strukturi
udzbenika koji koriste. Zadaci su u vecini slucajeva slicno strukturirani tako da
odrazavaju logi¢nu strategiju istraZivanja problema i pronalaZenja odgovora na
glavno pitanje, ali od ucenika se gotovo nikada ne trazi da promisljaju o strategiji
i opiSu njezine znacajke (obavljanje jednoga izracuna, sustavno uvrstavanje vise
podataka u tablicu, opis tijeka izracuna pomocu formule, crtanja grafa te
koriStenje formule i grafa kako bi se rijeSio glavni problem).

Pacijent je bolestan. Lijecnik mu propise lijek te mu savjetuje da uzima dnevnu

e 1
1
1
1

dozu od 1500 mg. Nakon uzimanja doze 25 % lijeka u prosjeku se izlucuje iz
' tijela tijekom dana. Preostala kolicina lijeka ostaje u krvotoku pacijenta.

e Koja je najve¢a moguca kolic¢ina lijeka?

e (Objasnite zaSto mozete izracunati koli¢inu lijeka za sljedeéi dan pomocu
formule: nova_koli¢ina = (stara_koli¢ina + 1500) * 0,75

e Dovrsite tablicu.

i

i

|

krvotoku i

0 0 |

1125

e Nakon koliko ¢e dana pacijent u krvotoku imati viSe od 4 g lijeka? A nakon
koliko dana 5 g?

¢ Koliko mg lijeka ostaje u krvotoku pacijenta nakon jednoga dana?

Slika 4: PomijeSan je redoslijed pitanja. Kako glasi izvorni redoslijed iz
udZbenika?

Dodatne nastavne strategije za IUNM

Naveli smo tri alternativna nacina koriStenja zadatka iz udzbenika i na koje ga
nacine transformirati kako bi se na satu matematike provelo istrazivanje.
Zajednicko im je to Sto nastavnik mora mo¢i provesti rasprave u razredu i
uCenicima dati vrijeme za razmisljanje. Strategija misli-upari-podijeli predstavlja
dodatnu strategiju za raspravu istrazivackog procesa s cijelim razredom u kojoj
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¢e svi sudjelovati. Glavna se ideja sastoji od toga da ucenici za sebe promisljaju o
problemu dvije minute te da biljeZe svoja razmisljanja. Zatim ucenici imaju dvije
minute da svoja razmisljanja usporede s u¢enikom koji sjedi pored njih te onda u
dvije minute moraju rezultate podijeliti s cijelim razredom. Ulenici u ovoj
strategiji imaju vremena za razmisljanje, a nastavnik sve u¢enike moZze ukljuciti u
raspravu.

Osim gore navedenih zadataka mogu se smisliti i zadaci koji u¢enike poti¢u da
formuliraju hipoteze (npr. Slika 5). UCenicima takoder moZete dati niz tvrdnji koje
se odnose na temu Kkoja se obraduje i dati im da odluce jesu li te tvrdnje uvijek
istinite, ponekad istinite ili nikada nisu istinite. Ako smatraju da je neka tvrdnja
uvijek istinita ili nikada nije istinita, onda se od njih o¢ekuje da objasne na temelju
¢ega su to zakljucili. Ako smatraju da je ponekad istinita, onda moraju opisati kada
je istinita, a kada nije.

T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T Emm e m T mmmmmm e 1
| PoviSica | Pravi kutevi |
i Max dobiva poviSicu od 30 %. i Peterokut ima viSe pravih kuteva od |
| Jim dobiva poviSicu od 25 %. | pravokutnika. |
| Dakle, Max je dobio vecu poviSicu. |
P Rodendani T Veéirazlomci ’;
i Ako urazredu ima deset uenika, | Ako isto brojzbrojimo s brojnikomi
i vjerojatnost da je dvoje ucenika | nazivnikom, povecava se iznos |
| rodeno istoga dana iznosi jedan. | razlomka.
L e e e e i

Slika 5: Tvrdnje koju su uvijek istinite, ponekad istinite ili nikada nisu istinite.

Od ucenika se u ovom zadatku traZi da odluce o istinitosti tvrdnji te da obrazloZe
odluke koje su donijeli. Objasnjenja ¢e vjerojatno obuhvacati davanje primjera i
protuprimjera kako bi se dokazalo ili opovrgnulo tvrdnju. Od ucenika se takoder
moZe traziti da dodaju uvjete ili revidiraju tvrdnje tako da one postanu ,uvijek
istinite“. Ovakve aktivnosti imaju iznimno snaZan ucinak. Tvrdnje se mogu
pripremiti tako da potaknu ucenike da se bave i raspravljaju o ¢estim pogresSnim
predodZbama ili greSkama. Zadac¢a nastavnika jest da ucenike usmjerava da
navode objasSnjenja, primjere i protuprimjere. Ovakav tip zadataka ucenicima daje
priliku da se upoznaju s ulogom primjera u matematickom istrazivanju.

Primjeri ovakvih zadataka u matematici ukazuju na vaznost pomnog biranja

resursa kada je rije¢ o provodenju IUNM-a u nastavi matematike.

Iskustva u primjeni IUNM-a
Razne studije pruzaju empirijske dokaze o kvaliteti i u€inku IUNM-a. IUNM utjece
na motivaciju i razvoj stavova prema matematici kao i na shvacanje vaZnosti
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matematike u stvarnom Zivotu i druStvu (Bruder i Prescott, 2013.; Blanchard i
drugi, 2010.; Furtak i drugi, 2012.; Hattie, 2009.; Minner). Medutim, neki
strucnjaci upozoravaju da ovakva vrsta nastave moZe dovesti do boljeg ucenja
samo ako se pomno osmisli i planira (Hofstein i Lunetta, 2004.; Woolnough,
1991.).

Pokazalo se da je vodeno istraZivanje u usporedbi sa strukturiranim
istrazivanjem i otvorenim istrazivanjem najucinkovitija metoda provedbe
istrazivanja u ucionici i to u kombinaciji sa zatvorenim zadacima koji poticu
ucenje postupaka i osnovnih vjestina (Bruder i Prescott, 2013.).

Kako znamo da je nastava bila uc¢inkovita? Vec¢ina pritisaka koje nastavnici danas
doZivljavaju proizlazi iz raznih ocCekivanja kada je rije¢ o ucenju ucenika, a ona
najceSce nisu jasno formulirana. Ako su nam cilj ucenici koji mogu razumjeti
matematiku, uzivati u matematici i koji su sposobni rjeSavati probleme i donositi
zakljucke, onda moZemo reci da je vodeni IUNM uspjeSan. Medutim, ako nam je
cilj da ucenici postiZu visoke ocjene na standardiziranim testovima znanja, tada je
[UNM nesto manje uspjesan.

Rezultati interne kvalitativne evaluacije PRIMAS-a daju nam iznimno dobar
pregled izazova i mogucnosti s Kkojima se nastavnici susretu kada
eksperimentiraju s IUNM nadinom rada (Maass, 2013.). Vec¢ina PRIMAS
nastavnika smatra da je IUNM pristup usmjeren na ucenika koji ukljucuje
samostalno, ali vodeno istrazivanje, postavljanje pitanja, otkrivanje i testiranje
pretpostavki u potrazi za novim shvac¢anjima.
Bit istraZivanja jest da se ucenicima omoguci da stvaraju objasnjenja i kriticki
promisljaju umjesto da uopcée ne razmisljaju [...] dok rjesavaju sloZene probleme
ucenici primjenjuju svoje znanje na nove probleme iz stvarnog svijeta te s drugima
na kriticki nacin raspravljaju o modelima, rjesenjima i dokumentiranju. (Nastavnik
s Cipra)

Medutim, usmjeravanje paznje na istrazivacke procese u razredu doZivljava se
kao izazovna, ali dobrodosla prilika da se nastavni sat osmisli na drugaciji nacin.
Nastavnici isti¢u prednosti istrazivacki usmjerenog ucenja za njihove ucenike.
Iz viastitog iskustva znamo koja je vrijednost toga da nesto otkrijemo sami umjesto
da nas netko samo nauci rjesSenju. Kada se primjenjuje nacelo istraZivacki
usmjerenog ucenja, ucenici doista ucle pristup te imaju viSe nacina za
razumijevanje. (Nastavnik iz Svicarske)

Nastavnici takoder istiCu pozitivni ucinak istrazivacki usmjerenih procesa na
razmisljenje ucenika.
Shvatio sam da je to imalo u¢inak na induktivno razmisljenje ucenika. Zadivila me
sposobnost nekih ucenika da donose jasne zakljucke i potkrijepe ih matematickim
dokazima pomoéu modela [..] doslo je do dramati¢nog poveéanja usmenog
sudjelovanja ucéenika [...] posebice uporabe ispravne matematicke terminologije, a
to u ovoj dobi nije nimalo lako. (Zamjenik ravnatelja s Cipra)

Nastavnici iz vlastitog iskustva navode da su uzivali objasnjavati koncepte i
pojmove, a isto se odnosi i na neke ucenike. Medutim, ¢ini se kako su nastavni
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satovi tijekom kojih se ucenici bave otvorenim pitanjima i zadacima rjeSavanja

problema takoder ucinkoviti Sto se tiCe rasprava o strategijama rjeSavanja.
Svidala mi se nastava usmjerena na nastavnika, a mislim da se uéenicima ona jos
uvijek svida. Ali na taj nacin nece puno nauciti jer ne moraju sami rjesavati
probleme. Razumjet ¢e problem, postupak rjeSavanja, a na kraju i samo rjesenje.
(Nastavnik iz Njemacke)

Nastavnici u ovom smislu naglaSavaju vaznost toga da ucenici razmjenjuju
misljenja i informacije:
Shvatio sam koliko je vaZno navesti ucenike da koriste ovu priliku (dijalog) kako bi
poceli razumijevati ono sto znaju, a Sto to mogu nauditi od drugih. Zatim ucenici
mogu doci do spoznaje da su dosli do odgovora za koji su smatrali da ga nisu znali.
(Nastavnik iz Norveske)

Primjer iz Nizozemske

Rad prema nacelima IUNM-a ukljucuje zamjenu uloga kako za nastavnike, tako i
za ucenike. Nastavnici postaju posrednici ucenja, a ucenici igraju vrlo aktivnu
ulogu. Na primjer, jedna je nastavnica uzela udzbenik matematike te odabrala
vjezbu iz poglavlja o algebri i smislila nestrukturiranu verziju zadatka. Izvorni se
zadatak sastojao od niza piramida, a ucenici su trebali zbrajati ili mnoziti susjedne
Celije kako bi dobili sadrzaj gornjih celija. U nekim su slucajevima morali
razmisljati ,unatrag” kako bi dosli do sadrzaja donjih celija (vidi Sliku 6).
Nastavnica je zadatak prilagodila jer je htjela aktivirati sposobnosti ucenika i
vidjeti Sto im je bilo jednostavno, a Sto tesko. Prvo je u¢enicima pokazala jednu
takvu piramidu, a zatim je od njih zatraZzila da otkriju kako je piramida nacinjena
i mogu li pronaci iznose u praznim ¢elijama.

3a 3a

2a a

Slika 6. Piramida koju je napravila nastavnica

Ucenici su nakon pet minuta i kratke rasprave trebali napraviti slicne piramide
kao alternativni nacin rjeSavanja niza zadataka iz udzbenika. Mogli su koristiti
zbrajanje i mnoZenje te su morali osmisliti lagani i teSki problem s piramidom.
Ucenici su tako i postupili, a rezultati su bili izvanredni (vidi Sliku 7). Pokusaji
nekih ucenika bili su oprezni te su izradivali piramide koji se bile prilicno sli¢ne
primjeru iz udZzbenika, dok su drugi u¢enici pokusavali pronaci moguce ekstreme.
To Sto su ucenici napravili dalo je nastavnici uvid u to koje algebarske izraze
razred moZe pojmiti, a izrazi su obuhvacali vrlo jednostavne i vrlo komplicirane
izraze kao Sto su, primjerice, razlomci, decimalni brojevi i negativni brojevi.
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Slika 7. Jednostavna i teSka piramida mnoZenja koju su napravili u¢enici

Jedan je par ucenika tijekom aktivnosti ukazao na pitanje minimalne koli¢ine
informacija koje moraju biti na raspolaganju prije nego Sto se moZe rijeSiti
problem s piramidom. Zatim su se ostale skupine posvetile ovom pitanju, Sto ih je
potaknulo da izrade jo$ sloZenije piramide. Nastavnica navodi da je primijetila da
su ucenici na ovaj zabavan nacin poboljsali razumijevanje algebarskih vjestina.
Trenutak kada su ucenici formulirali pitanje o potrebnoj koli¢ini informacija bio
je osobito indikativan. Istovremeno su isprobavali mnoge slucajeve u kojima su
demonstrirali svoje algebarske vjestine te vjeZzbali.

Ucenici postaju vlasnici matematike, bili su motivirani da se bave matematikom i

bolje sam mogla vidjeti njihove moguénosti. (Nastavnica iz Nizozemske)

Ucenici obi¢no uvjeZbavaju algebru pomocu jednoznac¢nih zadataka kao Sto su
Jraspisi“ili ,faktoriziraj“ijednostavno proSiruju obrasce bez previse razmisljanja.
Kod takvih je zadataka mnogo teZe vidjeti s kojima se problemima ucenici
suocavaju i mogu li u¢enici koristiti svoje algebarske vjestine u novim situacijama.
Za nastavnicu je ova promjena ozracja u razredu viSe nego dobrodosla, ali je ipak
navela da je taj proces bio i dalje jest pun izazova. Cini se kako je upoznavanje s
novim nastavnim strategijama koje su potrebne za IUNM proces koji zahtijeva
vrijeme i paZnju.

Izazovi prilikom primjene IUNM-a
Nastavnici se suoCavaju s nizom uvjeta koji ograni¢avaju svakodnevnu provedbu
[UNM-a u ucionicama. Glavni su ometajuci ¢imbenici udZbenici matematike koje
treba obraditi, dostupno vrijeme za planiranje i provodenje IUNM-a, dostupni
resursi i procjena rada ucenika.
Mislim da su trajanje [sata] i vrijeme za planiranje sata najveéi problemi. [...] ako
promatramo vrlo, vrlo veliku koli¢inu sadrZaja u nastavhom planu i programu,
onda je doista tesko u sve to uklopiti istraZivacki usmjereno ucenje. Jer u tako malo
vremena morate obraditi tako mnogo tema. (Nastavnik iz Ujedinjenog
Kraljevstva)

Planiranje sata je zahtjevno. Ako Zelim da moji uclenici aktivno sudjeluju u
istraZivanju i da sat istinski bude usmjeren na ucenika, onda moram u obzir uzeti
mnoge varijable i sve pomno isplanirati. (Nastavnik s Cipra)

Naravno da to zahtijeva puno vremena, ali nije to nista dodatno. Zapravo sam
naucio primjenjivati istraZivacki usmjereno ucenje za rad na sadrzajima iz
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matematike. Ucenici uce mnogo temeljitije, a razumiju vise. (Nastavnik iz
Spanjolske)

Nastavnike takoder brine i procjenjivanje uspjeSnosti ucenika. Nastavnicima je
najbitnije pomo¢i uc¢enicima da dobro produ testiranje. Ispiti u Skolama uglavnom
su usredotoceni na sposobnost ucenika da nesto reproduciraju. Nastavnici se
stoga nalaze pred dvojbom trebaju li svoje ucenike pripremati za ispite ili u
razredu provoditi [UNM.
Moja je primarna zadaéa ucenike pripremiti za sljede¢u vanjsku evaluaciju koja im
omogucuje da steknu potvrdu korisnu za buducénost. Oni ne Zele vise. Ako napravim
vise, odmah Ce se usprotiviti. Zatim ¢e mi roditelji reci da nije na meni da to radim.
(Nastavnik iz Njemacke)

[stina je da ispiti i testovi u mnogim zemljama ne nagraduju izravno ucenike za
vjestine istrazivanja i rjeSavanja nestandardnih problema. Neke su vlade svjesne
ovog problema i pokuSavaju ga rijeSiti. Dodatne moguce prepreke za provedbu
istrazivacki usmjerenog ucCenja odnose se na ponasSanje ucenika, a neki su je
nastavnici spominjali na pocetku sudjelovanja u PRIMAS-u. Isprva su se
pribojavali da bi provodenje istrazivacki usmjerenog ucenja u razredu od 30
ucenika moglo biti problemati¢no zbog buke i nemira:
Mislio sam: ,,Nemoguce je to provesti u mojem razredu jer ucenici nec¢e razmisljati
o aktivnosti, ve¢ Ce tratiti vrijeme, razgovarat ¢e o neCemu drugome, a razina buke
bit ¢e nesnosljiva.” Onda sam proveo aktivnost i iznenadilo me $to su se svi ukljucili
i sudjelovali pa ¢ak i dok su radili u skupinama i pokusavali do¢i do odgovora.
(Nastavnik iz Spanjolske)

Cimbenici koji podupiru provedbu IUNM-a

Podupiranje istraZivanja ucenika pomo¢u pomno planiranih pitanja (i drugih
vrsta vodenja) vazna je zadaca nastavnika koji provodi IUNM. Pod podupiranjem
mislimo na uporabu nastavnih pomagala sa znacajkama kao Sto su ,uzajamnost”
i ,iSCezavanje“. Uzajamnost u ovom kontekstu oznacava da se podupiranje
prilagodava potrebama ucenika, a iS€ezavanje oznacava da podupiranje postupno
nestaje kako napreduje istrazivanje ucenika. Koli¢inu podupiranja treba
prilagoditi razini ucenika. Nastavnik moZe mijenjati aktivnost kako bi se
prilagodio slabijim uc¢enicima ili dodatno potaknuo uspjeSnije ucenike. Nastavnici
su u promatranim nastavnim satovima postavljali sljede¢a pitanja: ,Kako biste
pojednostavnili ovaj problem ?“ ,Koje su moguce pretpostavke? Nakon $to su
ucenici formulirali problem neki su nastavnici zadavali sljedeca pitanja: MoZete li
smisliti sustavan pristup? Kako najbolje zabiljeziti vaSe podatke? Neki su tijekom
prikupljanja podataka ucenike pitali: ,Primjecujete li ikakve pravilnosti? MoZete
li objasniti zaSto nastaju?” Nastavnik se prema kraju usredotocava na
komuniciranje rezultata: ,Kako moZete dati jasno i saZeto objaSnjenje?“
Postavljanje ovih pitanja i dijeljenje odgovora s cijelim razredom podupire proces
istraZivanja.

Jo$ jedan vazan aspekt koji se iskristalizirao tijekom promatranja odnosi se na to
da nastavnici moraju stvoriti ozracje u razredu zbog kojeg se ucenici nece
ustrucavati izreci svoje misljenje i grijeSiti. Ne samo da se ucenici moraju osjecati
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sigurno dok postavljaju pitanja, grijeSe i iznose miSljenje, vec¢ isto tako trebaju
jasne signale o prihvatljivim oblicima ponaSanja.
Na primjer, i ja grijesim, a ulenici na to ukazuju i ispravno izradunaju zadatak.
Pohvaljujem ih i njima se to svida. Mislim da to takoder potic¢e komunikaciju. Ovako
to izvodimo: ,Da, pogrijesio sam. Oprostite. Imate pravo. Ucenicima pokazujem da
pogreske nisu nista loSe. Stoga se oni ohrabruju da ukazu na pogreske i priznaju ih.
(Nastavnik iz Njemacke)

Gledano unazad glavni aspekti u€enja u istraZivacki usmjerenom pristupu odnose
se na poticanje djelovanja ucenika tako da im se daju indicije, odgovornost i
povjerenje za provodenje istraZivanja. Medutim, Cinjenica da je ova metoda
motivirala ucenike na satovima matematike i prirodnih predmeta ostavila je
posebno upecatljiv dojam na vecinu ispitanih nastavnika. Nastavnici govore o
tome kako istraZivacki usmjereno ucenje povezuje ucenje i zabavu:
U istraZivacki usmjerenom ucenju ucenici zadatke doZivljavaju kao zabavu. Osim
toga, sat se razlikuje od normalne tradicionalne nastave pa mu se ucenici vesele. U
istrazivacki usmjerenom ucenju ucenici dobivaju priliku da otkrivaju, prezentiraju
rezultate i kaZu svoje misljenje na satu matematike, dok je prije nastavnik bio taj
koji je na satu radio bas sve. (Nastavnik s Malte)

Nastavnici su naglasili kako je vazno ucenicima objasniti nova ocekivanja: da
trebaju nauciti aktivno postavljati pitanja, traziti odgovore, usporedivati pristupe
i provoditi vlastita istraZivanja na nacin da ne moraju stalno traZiti pomoc.
Trebaju znati koliko je vazno da se nauce zajednickom radu jer profesionalni
znanstvenici i matematicari u svijetu koji ih okruzuje rade upravo na taj nacin.

Zakljucci

U ovom se poglavlju opisuju nacini provodenja IUNM-a te navode prakti¢na
iskustva nastavnika kada je rije¢ o IUNM-u. Iz ovih je iskustava vidljivo da se
nastavnici suoc€avaju s izazovima dok u svakodnevici pokuSavaju provoditi [UNM.
[zazovi naglaSavaju da su u matematickom obrazovanju nuzne zajednicke
vrijednosti, stavovi i ciljevi. Cilj matematickog obrazovanja nije samo poticanje
ucenika da uce algoritme i postupke, ve¢ treba obuhvacati sposobnosti kao Sto su
kreativnost, rad s nedostatkom podataka, povezivanje, Kriticko misljenje,
suradnja i komunikacija. Zadaci i strategije poucavanja koji su nadahnuti
istrazivackim procesima ili koji omogucuju istrazivacki usmjerene pristupe
poti¢u razvoj ovih Kkompetencija. StoviSe, nastavnici naglasavaju vaZnost
poticajnih uvjeta na razini Skola. Provedba IUNM-a zahtijeva dodatno vrijeme za
pripremu i izvodenje nastavnih sati, Sto zahtijeva podrsSku kolega i uprava skola.

Izazovi s kojima se nastavnici i ucenici susre¢u dok pokuSavaju primjenjivati
[UNM ne mogu se prevladati ako su izmjene izolirane i stihijske. Kako bismo
stvorili kulturu poucavanja i u¢enja koja podupire IUNM, vazno je da izmjene
takoder budu uskladene sa Skolskim kontekstom te da doprinose potrebama
nastavnog programa.

[z prethodnih odlomaka moZemo saZeti nekoliko vaZznih tocCaka. UspjesSna
provedba IUNM-a zahtijeva:
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1. Dostupnost [UNM resursa i to ne kao izoliranih zadataka, ve¢ u obliku modula
koji demonstriraju kako se matematicki sadrZaji iz nastavnog programa mogu
obraditi na nacin koji obiluje znacajkama IUNM-a;

2. Uskladivanje s institucionalnim uvjetima i ograni¢enjima, Sto ukljucuje
prostor i dostupno vrijeme te sluzbeni uvjeti i procjene ucenika i nastavnika;

3. Takoder su pozeljni: zajednica nastavnika (barem jo$ jedan nastavnik i po
mogucnosti iskusan moderator) za provodenje eksperimenata u razredu,
raspravljanje o iskustvima i promicanje profesionalnog razvoja nastavnika;
prilike za dijeljenje profesionalnog znanja sa Sirom zajednicom (npr. na
nacionalnoj razini).

Modeli koje je osmislila MERIA oslanjaju se na dva okvira koji se odnose na IUNM,
a to su RMO i TDS. Njih ¢emo uvesti u poglavljima koja slijede. VaZno je naglasiti
da se oba modela temelje na desetljeCima istraZivanja te nije moguce ni potrebno
predstaviti sve njihove znacajke kako bi se citatelji mogli samostalno koristiti i
planirati module. U popisu referenci nalazi se dodatna literatura za one koje Zele
produbiti znanje o jednom ili oba okvira.
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3. Teorija didaktickih situacija

Uvod

Razmotrimo jedan primjer planiranja nastavnog sata tijekom kojeg ¢e ucenici
autonomno istrazivati i stjecati znanje. Ucenici u prijedlogu nastavnog sata
otkrivaju poseban slu¢aj vaZnoga matematickog rezultata da sli¢ni likovi
(neformalno, likovi koji imaju isti ,0blik“) imaju proporcionalne odgovarajuce
stranice (odnosno, postoji fiksni ,faktor promjene mjerila” koji nam omogucuje
da odredimo stranice drugog lika ako su nam poznate stranice prvog lika).
Ponekad se to naziva Talesovim pouckom. On se, opcenito govoreci, moZe
prosiriti i na teme koje ne obuhvacaju samo mnogokute, ali to nije dio nastavnog
plana za srednje Skole. [ako su sli¢ni, likovi koji nisu mnogokuti pojavljuju se u
mnogim situacijama u stvarnom Zivotu poput fotografija u raznim veli¢inama.
Zamijetite da u ovoj aktivnosti nije potrebno tumacenje teskog pojma kuta, a ono
se moZzda uopce nece ni pojaviti.

Ucenicima se daju sljedece upute:

Ovo su slagalice (Primjer: ,tangram®, Slika 8). Trebate izraditi slicne slagalice koje su
vece od onih na modelu, a prema sljedecem pravilu: segment ¢ija duljina na modelu iznosi
4 cm na vasoj ¢e reprodukciji iznositi 7 cm. Svakoj ¢u skupini od po Cetvero ili petero
ucenika dati po jednu slagalicu, ali svaki ucenik mora izraditi barem jedan dio ili skupina
od dva ucenika mora izraditi dva dijela. Kada zavrsite, morate rekonstruirati likove tako
da budu potpuno isti kao model. (Brousseau, 1997, p. 177).

B 5
7 2
6
7
8
5
2
4 2 5

Slika 8: Slagalica koja se koristila u situaciji sa slagalicom

Ucenici zapocinju s radom bez pomoci nastavnika nakon Sto im se zada problem.
Problem se zadaje ucenicima koji su naviknuli na to da iznose uvecavaju
zbrajanjem. Medutim, ako ucenici svakoj stranici dodaju 3 cm, ne mogu
rekonstruirati vecu slagalicu tako da slazu dijelove budu¢i da neodgovaraju.
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Ucenici pokuSavaju upotrijebiti prethodno steCeno znanje (uvecavanje
zbrajanjem) kako bi rijesili problem, ali slagalica ih prisiljava da shvate da
prethodni nac¢in misljenja u ovom slucaju nije primjenjiv te da moraju razviti novo
matematicko znanje. Ovu prepreku mogu svladati tako da promijene strategiju i
upotrijebe mnoZenje kako bi povecali duljine stranica. Vazno je da ucenici
samostalno shvate pojam proporcionalnosti, a posebice je vazno da dodu do
zakljucka da je situacija, a ne nastavnik taj koji zahtijeva mnozenje.

Nastavnik ¢e u sljedecoj fazi zamoliti sve skupine da formuliraju i predoce
rezultate. Od ucenika se, primjerice, moZe zatraZiti da prezentiraju i objasne zasto
su uvecali svoj dio slagalice. Skupine isto tako izvjeStavaju o tome odgovaraju li
uvecani dijelovi ili ne te Sto planiraju po tom pitanju.

Kako bi ispravno napravili novu slagalicu, svaki ucenik iz skupine mora do¢i do
iste hipoteze da je duljine stranica svih dijelova potrebno pomnoziti faktorom
7/4. Nastavnik je siguran da su ucenici postigli Zeljeni cilj razumijevanja
proporcionalnosti ako ucenici sastavljanjem slagalice potvrde svoju strategiju.

Nastavnik na kraju moZe na formalan nacin saZeti pojam proporcionalnosti
geometrijskih likova. Osobne ideje ucenika tijekom rasprave na satu i zavr$ne
analize problema postaju dijeljeno znanje slicno onome koje se nalazi u raznim
materijalima kao $to su udzbenici ili internetski resursi.

Plan ove nastavne situacije klasican je primjer Teorije didaktickih situacija. U
nastavku ovog poglavlja razloZit cemo osnovne pojmove i nacela teorije koje ¢emo
potkrijepiti dodatnim primjerima i smjernicama za koriStenje ovog pristupa u
ucionici.

Osobno i institucionalizirano znanje

Teorija didaktickih situacija (TDS), koju je zaceo Guy Brousseau kasnih 1960-ih
godina,donosi nekoliko ideja i rezultata koji nastavnicima pomazu da proSiruju i
razvijaju svoje matematicko znanje dok rade na planiranju i osmiSljavanju
nastave. TDS podrzava poucavanje koje ucenicima dopusta da budu istrazivaci i
graditelji matematickog znanja na nacin koji ukljucuje osnovne znacajke [IUNM-a.

U kontekstu TDS-a iznimno je vaZno razlikovati dvije vrste znanja:

Institucionalizirano znanje (ponekad se naziva javno ili sluZbeno znanje) odnosi se
na znanje koje se nalazi u udzbenicima, internetskim stranicama, istraZzivackim
Casopisima ili drugim dijeljenim resursima. Ono je sinteza matematickih
aktivnosti koje provode pojedinci, ali su one podloZene vanjskoj provjeri nakon
Cega se objelodanjuju. Matematicko se znanje u takvim resursima organizira jasno
i precizno, a razvoj znanja kroz istrazivacki proces obi¢no nije vidljiv. Zajednica
istraZivaca, nastavnika te ponekad i javnost dijeli i ocjenjuje ovaj deduktivni nacin
prezentiranja matematickog znanja. Jednostavan primjer je dan iskazom
Pitagorinog poucka kao a? + b? = ¢?, gdje su a i b katete, a c je hipotenuza
pravokutnog trokuta. Danas je ova formula ,institucionalizirano znanje“ koje
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nastavnici predaju ucenicima i koje se memorira, a ne geometrijski pojam ili
objasnjenje iza te formule. Institucionalizirano se znanje ponekad naziva
dijeljeno, javno ili sluzbeno znanje.

Osobno znanje oznaCava znanje koje ucenici (i ostali) grade u interakciji s
matematickim problemom. Takve se ideje ili znanje ¢esto poucavaju implicitno, a
povezane su s kontekstom u kojem se razvijaju. U¢enici mogu razviti osobno
znanje o Pitagorinom poucku tako da se igraju s ploc¢icama u obliku trokuta i
kvadrata kao Sto je prikazano na Slici 9. Ocito je kako razvoj gore navedenog
sluzbenog oblika zahtjeva viSe.

.

® Mathematics Education -
Relevant. Interesting and Applicable

Slik; 9. Poslozene kockice za prikaz Pitagorinog poucka

U primjeru sa slagalicom osobno znanje koje u¢enici isprava grade odnosi se samo
na uspjesSnost ili neuspjeSnost specificnih metoda povecanja dijelova. Cilja se na
sluzbeno znanje da ako su likovi A4 i B sli¢ni (imaju isti ,oblik“), onda je omjer
izmedu odgovarajucih stranica (a/b gdje je a stranica lika A koja odgovara stranici
b lika B) stalan. Mozda ¢e nekoliko sli¢nih situacija biti potrebnokako bi se
postiglo sluzbeno znanje koje ¢e biti ovako opcenito. NajviSe Sto bi se moglo
posti¢i na kraju problema sa slagalicom jest suglasje da samo mnoZenje sa 7/4 u
tom odredenom slucaju daje rezultate.Ucenici proSiruju osobno znanje kada
aktivno rade na matematickom problemu i razvijaju osobni odgovor na zadano
pitanje. Velika je vjerojatnost da Ce se osobno znanje ucCenika u odredenoj mjeri
razlikovati od institucionaliziranog znanja. Dalje ¢e se razvijati i poprimati
osobine sluzbenog znanja kako ga se bude dijelilo i o njemu raspravljalo s
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drugima. Komunikacija s kolegama ili vr$njacima dodatno ¢e razviti i formalizirati
pocetne ideje ucenika.

Kljuc¢no je da nastavnik zadaje nove probleme za koje je potrebno znanje koje
ucenici nisu jo$ potpuno svladali te na taj nacin propituje osobno znanje ucenika.
Na taj se nacin potvrduje osobno znanje. Potvrditi ga moZe nastavnik, sam
problem ili ga se moZe usporediti s drugim ucenicima, primjerice s njihovim
strategijama rjeSavanja problema. Osobno se znanje na taj nacin transformira i
postaje sluZzbenije. To zna¢i da znanje postaje bliZe onome S$to smatramo
institucionaliziranim znanjem.

Didakticka i adidakticka situacija

TDS razlikuje osobno i institucionalizirano znanje, Sto nastavniku omogucuje da
u nastavni sat ukljuci istrazivacke situacije, odnosno da primjenjuje pristup
[UNM-a. [UNM zastupa ideju da poucavanje treba ucenicima omoguciti da
sudjeluju u aktivnostima koje podsjec¢aju na aktivnosti istrazivaca.

Pojam didaktickog okruZenja klju¢na je sastavnica planiranja takvih situacija.
Didakti¢cko okruzenje oznacava okruzenje s kojim je ucenik u interakciji kako bi
stekao novo znanje. Sastoji se od problema, prethodnog znanja ucenika i
predmeta kao Sto su olovka, papir, ravnalo, kalkulator, CAS alati (sustavi za
racunalnu algebru), slagalica itd. Nastavnik prilikom pripreme sata odreduje
ciljano znanje i stvara odgovarajuce okruZenje kako bi ucenici stekli to znanje.
Medutim, kada je rije¢ o razvoju nekog dijela znanja, okruZenje moze biti manje
ili viSe prikladno. OkruZenje se u gore navedenoj situaciji sa slagalicom sastoji od
slagalice, praznih listova papira, Skara, ravnala i prethodno stecenog znanja
ucenika. Prepreke (epistemoloske naravi) s kojima se ucenici suocavaju proizlaze
iz matematicke prirode problema. Dakle, okruZenje nosi golem potencijal da
ucenici steknu ciljano znanje, a da nastavnik ne treba odrzati predavanje o
proporcionalnosti geometrijskih likova ili nacelima sli¢nosti trokuta. OkruZenje
kod ucenika stvara potrebu da steknu to znanje.

MozZe se dogoditi da nece svi ulenici uzeti u obzir kako ¢e multiplikativna
strategija utjecati na oCuvanje kuteva iako je to potrebno kako bi se dijelovi spojili
u novi veliki kvadrat koji je slican pocetnome. Stoga ispravna strategija dovodi do
stjecanja ciljanoga institucionaliziranog znanja. TDS pristup poucavanju i u¢enju
Cesto se opisuje u kontekstu igre. Planiranje situacije i pripadajuce okruZenje
moZe se usporediti s iscrtavanjem terena za sportski susret i definiranjem pravila
igre. UCenici pobjeduju kada osmisle optimalnu strategiju za igru. Dakle,
pobjedivanje se poistovjeCuje s ucenjem, a optimalna strategija oznacava da su
ucenici razvili Zeljeno znanje i metode. Drugim rije¢ima, igra uvjetuje potrebu za
razvojem pobjedniCke strategije. Planiranje ,terena na kojem ¢e se odvijati“
(situacije) treba obaviti tako da se potencijal ucenika da otkriju takvu strategiju
dovede na najvecu mogucu mjeru.
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Ako se okruzZenje dobro osmisli, u¢enici mogu samostalno s njome biti u
interakciji, a nastavnik nec¢e morati pruzati dodatne smjernice. Adidakticke
situacije su situacije u kojima ucenici bez mijeSanja nastavnika sudjeluju u
problemu i istrazuju okruZenje. Uc€enici u takvim situacijama razvijaju svoje
osobno znanje tako $to ga prilagodavaju problemu na kojem rade putem dodatnih
istrazivacCkih situacija i testiraju ideje u okruZenju ili tako Sto formuliraju
argumente dok pokuSavaju uvjeriti svoje kolege.

Didakticke situacije odnose na situacije kada nastavnik ima izravnu interakciju s
ucenicima kako bi pospjeSio uCenje nekoga specificnog sadrzaja. Didakticki se
odnosi na ciljani ¢in tijekom kojeg netko odredeno znanje dijeli s drugima. Jedna
od glavnih funkcija didaktickih situacija jest da iniciraju, reguliraju i moderiraju
adidakticke situacije, da osiguraju da izgradeno znanje postane dijeljeno,
potvrdeno te da (relevantne strane) priznaju da je takvo znanje ,tocno"“. Kao Sto
vidimo u Slici 10, to znaci da se didakticke situacije sastoje od interakcije
nastavnika s adidaktickim situacijama. Naravno da bi adidakticke situacija trebale
u manjem ili veCem obimu obilovati potencijalima od tihog sluSanja preko
objasnjenja nastavnika do aktivnog sudjelovanja u bogatoj situaciji problema.
Adidakticke situacije za u€enike imaju najveci potencijal ucenja jer ucenici mogu
razviti svoje osobno znanje koje onda kroz didakticke situacije moZe postati
dijeljeno znanje. Drugim rijeCima, potencijal za ucenje leZi u dijalektici izmedu
adidaktickih i didaktickih situacija ili izmedu osobnog i dijeljenog znanja. Slika 10
takoder pokazuje kako didakticke situacije u svojoj cjelini sadrZe ,dvostruku
igru“: igra ucenika s okruzenjem (adidakticke situacije) te igra nastavnika s
adidaktickim situacijama (koje on planira, predaje i regulira). Slika posebice
pokazuje da se u adidaktickim situacijama ne podrazumijeva da nastavnika nema
ili da on nema aktivnu ulogu. Spontano samoucenje nije adidakti¢ka situacija; ono
je ne-didakticko.

Adidakti¢nost je poseban fenomen unutar didaktickih situacija: osoba koje Zeli
podijeliti neko znanje moZe se namjerno povudi iz interakcije kako bi uceniku
pustila da djeluje na nacin koji je koristan ili ¢ak nuZan kako bi stekao znanje. Ovo
je vrlo opcenit fenomen i on uopce nije rezultat TDS-a; u vecini didaktickih
situacija zamjetni su neki elementi adidakti¢nosti. Naravno, kvaliteta autonomnih
postupaka ucenika ovisi o okruZenju.
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DIDAKTICKA SITUACIJA

ADIDAKTICKA SITUACIJA

Slika 10: Didakticke situacije kao dvostruki meduodnos

Uloga nastavnika

VaZno je razjasniti na koji se nacin uloga nastavnika u planiranju na temelju TDS-
a razlikuje od onoga na S$to je velina nastavnika naviknuta u svojem
svakodnevnom radu.

Nastavnik u najteS¢em obliku poucavanja matematike prvo uvodi novi pojam,
metodu ili poucak. Zatim na primjeru pokazuje kako koristi novo znanje, a u€enici
nakon toga oponaSaju nastavnik i rjeSavaju sli¢ne zadatke. Nastavnik naposljetku
procjenjuje rad ucenika. Nastavnik u ovom pristupu pocinje tako da
institucionalizira institucionalizirano znanje. Ne postoji okruzZenje za istrazivanje
od strane ucenika. Ako i postoji, radi se o loSem okruZenju u kojem nema mjesta
za istrazivacke procese ucenika s obzirom na to da je ocito kako je najbolja
strategija oponaSati ono Sto radi nastavnik. Ucenici su aktivni dok rjeSavaju
zadatke i vjerojatno u biljeZnicama formuliraju odgovore, ali to nije istrazivanje
buduci da ve¢ znaju koja je ispravna metoda (pod pretpostavkom da su uopce
slusali). Potvrdivanje u potpunosti ovisi o nastavniku koji prihvaca ili odbacuje
odgovore ucenika. Nastavnik je u takvom okruZenju izvor svega istinskog znanja;
ucenici samo usvajaju i slijede primjer koji im je nastavnik dao.

Ovakav pristup ima odredene nedostatke. Kada primijenimo institucionalizaciju
na pocetku nastave, odnosno ucenicima se pruzi sve relevantno sluzbeno znanje
i od njih se samo traZi da ga ,primijene“ na posebnim sluc¢ajevima, tada ucenici
moZzda nece steCi odgovarajuce osobno znanje, a u nekim ¢e sluCajevima samo
usvojiti sluzbeno znanje kao taktiku rjeSavanja odredenih zadataka koje zadaje
nastavnikili su uvrsteni u ispit. Mogu zadrzati proturjecne ideje i poimanja, Sto
ukljuCuje i pogreSna shvacanja. To podriva potencijal racionalnog procesa
stjecanja znanja koje je, kao $to vidimo na Slici 11, u dijalektici smjeSteno izmedu
osobnog i institucionaliziranog znanja. Kada ucenici razmisljaju, razgovaraju i
piSu o vjezbi, oni tada pokuSavaju raditi ono Sto ucitelj nagraduje i od njih o¢ekuje
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cak i kada nemaju predodzbu Sto to znaci ili zaSto se radi na taj nacin. Ishod ucenja
prilikom ponavljanja strategije rjeSavanja moZe biti iznenadujuce lo$ bududi da
on potpuno ovisi o povrSnom prepoznavanju zadatka na koji se strategija
primjenjuje. Vecina je ucitelja iz prve ruke posvjedocila apsurdnim slucajevima
kada ucenicima primjena ovog pristupa ne polazi za rukom.

S druge strane, ako se jasno prizna da je javno ili institucionalizirano znanje
istovjetno znanju koje su ucenici samostalno izgradili dok su radili na
odgovaraju¢em broju problema (u adidaktickim situacijama), onda ¢e javno
znanje doZivljavati kao racionalno i utemeljeno te Ce ga jednostavnije prenositi na
nove vrste problema budu¢i da ¢e znati na ¢emu se takvo znanje temelji.
Medutim, nastavnik ¢e morati raditi viSe od pukog pri¢anja i uvjezbavanja ako Zeli
postici bolje rezultate. To od nastavnika matematike zahtijeva mnogo viSe nego
Sto se obi¢no ocekuje.

Sukladno TDS-u, uloga nastavnika jest da osmisli ili odabere situacije u kojima
ucenici mogu razviti osobno znanje koje odgovara institucionaliziranom znanju,
ukljucujuci obrazloZenja potonje vrste znanja. Nastavnik isto tako mora stvoriti
cikli¢nu dijalektiku koja je prikazana u Slici 11: kako bi ih nau¢io novom znanju,
nastavnik osmisljava i prenosi matematicku situaciju u kojoj ucenici mogu steci
vlastito osobno znanje. Osim toga, nastavnik mora ucenicima pomoc¢i da ovo
znanje podijele u javnoj domeni ucionice kako bi se ono naposljetku moglo
uskladiti s novim znanjem koje ucenici trebaju usvojiti. Nastavnici moraju
poznavati ne samo ili prvenstveno institucionalizirano znanje, ve¢ isto tako i
situacije koje ucenike potic¢u da to znanje usvoje.

Deinstitucionalizacija
(izgradnja okruZenja, primopredaja)

Institucionalizacija

Slika 11: Meduodnos osobnog i institucionaliziranog znanja u didaktickoj
situaciji
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Didakticki ugovor

SnalaZenje u istrazivacki usmjerenim situacijama moze biti izazovno cak i za
iskusne nastavnike jer oni ne trebaju ucenicima prenijeti sluZbeno znanje i
kontrolirati usvajanje znanja, ve¢ moraju ucenike usmjeravati dok oni samostalno
grade znanje. Kada nastavnik zna toc¢na rjeSenja i promatra ucenike kako krivo ili
nepovoljno pristupaju problemu, doista je teSko suzdrzati se da ih ne ispravi ili
usmjeri na najbolju strategiju. Iznimno je vazno da nastavnik zna koje dijelove
znanja ucenici mogu usvojiti u adidaktickim situacijama (bez mijeSanja
nastavnika), a koje nastavnik smije izravno institucionalizirati. Ucenici i
nastavnici imaju u nastavnoj situaciji medusobna ocekivanja kada je rijeC o
njihovim ulogama i odgovornostima u razredu. Ova ocekivanja zajednicki
nazivamo didaktickim ugovorom situacije. Ovdje se ne radi o pravom pisanom
ugovoruy, ali uc¢inci koje ima na radnje nastavnika i u€enika ipak su zamjetni. Kada
ucenici, primjerice, zamole nastavnika da im kaZe je li njihovo rjeSenje linearne
jednadzbe tocno, oni tako pokazuju svoje ocekivanje da oni (joS) ne snose
odgovornost za provjeru tocnosti ovog izraCuna. Nastavnik moZe postupiti tako
da iskaZe svoje misljenje ili moZe pokusati prilagoditi ovaj dio ugovora i osmisliti
igru za ucenike koja ¢e se baviti novim problemom (koje sve tehnike postoje kako
bi se provjerilo je li predloZeno rjesSenje linearne jednadzbe toc¢no).

Ako su ucenici otpocCetka navikli da im nastavnik daje odgovore, moZe se pojaviti
odredena frustracija kada dobiju otvorene istrazivacki usmjerene aktivnosti.
Ucenici ¢e u takvim situacijama cesto od nastavnika traZiti da im kaZe koja je
ocekivana strategija. Nastavnik se moZe naci u iskuSenju da uc¢enicima objasni $to
moraju Ciniti jer je to ocito jednostavnije za sve. Medutim, kao Sto smo vec rekli,
to ¢e unistiti dugoroc¢ni potencijal nastavne situacije. U cilju sprjecavanja takvih
frustracija pomaze ako se ucenicima na pocetku objasni da ¢e se poucavanje
promijeniti te da se od njih oc¢ekuje da sudjeluju u rjeSavanju problema cak i ako
osjecaju da za to nisu spremni.

Kada ucenici naposljetku krenu shvacati da je institucionalizacija nastavnika
samo reformulacija osobnog znanja koje su samostalno izgradili, tada ¢e imati
osjecaj da je ono $to su radili bilo bitno i smisleno te ¢e postupno prigrliti svoje
nove uloge i odgovornosti. Brojni dokazi idu u prilog tome da ¢e ucenici s
vremenom opcenito razviti pozitivniji odnos prema matematici: viSe je nece
dozivljavati kao besmislen i beskrajan skup gotovih rjeSenja, ve¢ kao racionalnu,
izazovnu i uzbudljivu aktivnost kakvom je, izmedu ostaloga, doZivljavaju
profesionalni istrazivaci.

Faze didaktickih situacija

Ideja TDS-a jest da se stvaraju situacije koje se bave dobro znanim preprekama za
neko matematicko znanje te koje kod ucenika dovode do potrebe da razviju ili
izgrade novo matematicko znanje. Dizajn i kalibriranje takvih situacija kljucni je
element TDS-a i njegovog , didaktickog inZenjeringa“.

Nastavne se situacije mogu organizirati u pet faza. Svaku od njih ¢emo opisati i
dati napomene o ulozi koju imaju u ucenju. Redoslijed faza nije strogo zadan, a
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kasnije ¢emo dati pregled. Na dva ¢emo primjera prikazati sve faze. Prvi je
situacija sa slagalicom koju smo naveli u uvodu, a drugi je slavna Utrka do 20:

UcCenici igraju igru, a pobjednik je onaj igra¢ koji prvi dode do broja 20. Dva
igraca igraju jedan protiv drugog. Jedan igrac¢ zapocinje tako da odabere broj
1ili 2. Drugi igrac zbraja prethodni rezultat s 1 ili 2, a oba igraca teZe ka tome
da prvi kaZzu 20.

Cilj Utrke do 20 jest nauciti da dijeljenje daje odgovore na novu vrstu problema te
da se uclenici rano upoznaju s dokazima (kako bi obrazloZili ,pobjednicke
strategije“). Preciznije govoreci, od ucenika se ocekuje da zakljuce i obrazloZe da
su svi pobjednicki brojevi 20, 17, 14, ..., 2 (brojevi koji su manji od 20, a ¢iji ostatak
nakon S$to ih se podijeli s 3 iznosi 2). Eksperimentiranje s ovom situacijom
potvrduje da ucenici zaklju¢uju da su ovi brojevi djelomi¢na pobjednicka
strategija i to tim redom, a zatim postupno izraduju finalnu strategiju (ostatak
nakon dijeljenja s 3). Dok to rade, ucenici se zapravo upoznaju s nekim osnovnim
nacelima modularne aritmetike, kao Sto je (matemati¢aru) posebna klasa
kongruencija.

Faza primopredaje (devolucije)

Prva faza zove se faza primopredaje (devolucije). Opcenito govoreci, devolucija
oznacava prijenos ili spustanje nefega na niZu razinu. Primopredaja (devolucija)
je u TDS-u polazi$na tocka. Nastavnik u ovoj fazi uvodi problem i objasnjava
pravila rjeSavanja. Nastavnik, drugim rijeCima, okruZenje predaje ucenicima. Ako
se posluzimo rje¢nikom igara, nastavnik opisuje teren i pravila igre. Vazno je
provjeriti jesu li u€enici razumjeli pravila i mogu li sudjelovati u navedenim
aktivnostima nakon Sto zavrsi faza primopredaje. U situaciji sa slagalicom ocito je
da ucCenici igru igraju tako da naprave nove dijelove i izraduju uvecanu slagalicu.
Nastavnik u ovoj fazi ne pomaze visSe od toga. Nastavnik u fazi primopredaje Utrke
do 20 objasnjava pravila, ali i igra igru s jednim ucenikom kako bi na ploci
demonstrirao nacin igranja igre. O konkretnom problemu i situaciji ovisi hoce li
nastavnik odluciti predati okruZenje kroz primjer aktivnosti ili ¢e jednostavno
objasniti okruZenje s njegovim pravilima i predmetima.

Faza djelovanja

Ucenici u fazi djelovanja samostalno rade na problemu. Ucenici e u situaciji sa
slagalicom ispocetka upotrijebiti prethodno iskustvo s matemati¢kim
problemima te Ce veli¢ine svih stranica geometrijskih likova koje su dobili
povecati tako da im dodaju 3 cm. KoriStenje prethodno stecenog znanja i iskustva
logi¢na je pocetna pretpostavka pa cak i ako se pokaze da je pogresna.

Ucenici u primjeru igre Utrka do 20 moraju igrati s osobom koja sjedi pored njih.
Ispocetka ¢e ucenici raditi na temelju ,pokusaja i pogreske” te nece imati neku
eksplicitnu strategiju. Medutim, kako igra postupno napreduje, pokazat ¢e se da
pobjeduje osoba koja kaZe 17 i to bez obzira na to s ¢ime drugi igrac zbroji 17.
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Ovim je dvama primjerima zajednicko to Sto sadrZe bogato okruZenje koje
podupire ucenike u razvoju nekoga osobnog znanja o problemu na Ccijem
rjeSavanju rade. Znanje u ovoj fazi moze biti prilicno implicitno i rudimentarno, a
ucenicima moZe biti teSko (moZda i nemoguce) formulirati pretpostavke tijekom
radnje koje izvode. Ucenici se oslanjaju na prethodno stecene heuristicke
kompetencije, ali ih istovremeno dodatno razvijaju. MoZemo re¢i da ova faza
nalikuje prvotnom pristupu istrazivaca kada se susretne s otvorenim problemom.
MozZda ¢e znati pravila igre ili okruZenja u vidu definicija, lema i teorema u
podrucdju koje istrazuju te opce prihvacene matematicke tehnike koje se odnose
na to podrudje. Ali i dalje ¢e se moZda samo igrati s pretpostavkama te nece imati
to¢no ,teorem” koji ¢e dokazati.

Faza formulacije

Ucenici u fazi formulacija moraju predstaviti $to su radili u fazi djelovanja;
inicijalne ideje, hipoteze ili jednostavno $to su do sada isprobali. U razredu se to
moZe provesti na razne nacine, ali nije uvijek dovoljno samo od ucenika traziti da
sudjeluju u razrednoj raspravi. U prvom redu uvijek postoji nekoliko istih u¢enika
koji su Zeljni sudjelovati u raspravi. To je problemati¢no ako Zelimo da svi ucenici
sudjeluju u istrazivacki usmjerenom ucenju. Komunikacija i osobne hipoteze
moraju se u [IUNM-u dijeliti te ih moraju komentirati vrSnjaci kako bi se
formaliziralo osobno znanje svakog ucenika, a ono se pocinje stvarati u glavama
ucenika dok na problemu rade u odredenom okruzenju. To znaci da svi ucenici
moraju formulirati svoje osobne ideje te ih prezentirati i tijekom faze formulacije.
Cesto se to moZe provesti u manjim skupinama.

Prikupljanje dijelova u situaciji sa slagalicom ¢ini fazu formulacije tijekom koje
svaki ucenik prezentira i obrazlaZe svoju strategiju izrade novog dijela slagalice.
Ako ucenike promatramo kao cjelinu, od njih se oc¢ekuje da shvate da dijelovi ne
odgovaraju. To ¢e ucenike potaknuti da povedu raspravu o vec isprobanim
strategijama, a moZda ¢e imati neke nove ideje o drugim moguéim pristupima. Cak
i ako je jedan u€enik odmah na pocetku doSao do tocne strategije, mora pomocu
razumljivih i prihvatljivih matematickih argumenata uvjeriti ostatak skupine.

Faza formulacije se u primjeru s igrom Utrka do 20 odvija kao nova runda igara
tijekom koje svaki susjedni tim od dva €lana igra protiv drugog tima. Postizanje
suglasnosti oko zajednicke strategija prisiljava uc¢enike da dijele osobno znanje i
medusobno se uvjeravaju u to koja je najbolja strategija za njihov tim.
Verbalizacija iskustva i ideja smatra se poCetnim korakom prema stvaranju
institucionaliziranog znanja. Svrha faze formulacije jest da se stvori situacija u
kojem okruzenje ili pravila igre navode ucenike da iznose iskustva i ideje koje su
stekli prilikom rjeSavanja problema, a time zapocinje izgradnja elemenata
matematicke teorije.
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Faza potvrdivanja

Ucenici u fazi potvrdivanja testiraju svoje strategije i hipoteze u odnosu na
okruZenje. To znaci da je rad ucenika moguce provjeriti, a da im nastavnik ne
govori jesu li bili u pravu ili krivu. Ako su situacija i okruZenje dovoljno poticajni,
matematicki ¢e problem u odredenoj mjeri uCenicima dati odgovore Sto se tice
opstojnosti njihovog odgovora ili strategije.

U primjeru sa slagalicom okruZenje je osmiSljeno tako se dijelovi slagalice ne
mogu spojiti u uvecanu verziju izvorne slagalice ako ucenici koriste zbrajanje ili
bilo koju drugu metodu umjesto mnoZenja. Prema tome, ako se ucenici isprva
odluce za manje produktivnu strategiju, u fazi potvrdivanja shvatit ¢e da je
njihova ideja bila pogresna te da trebaju primijeniti drugu strategiju koju kasnije
isto tako mogu potvrditi. Treba istaknuti da ucenici moraju biti sposobni
razumjeti produktivnu strategiju. Ako ucenici ,zapnu“ na problemu bez ideje o
tome Sto i kako napraviti, to ¢e svakako biti kontraproduktivno kada je rijec¢ o
razvoju matematicke znatiZelje i radoznalosti.

Potvrdivanje se u igru Utrka do 20 uglavnom svodi na strategiju koja svaki put
vodi do pobjede. Pretpostavlja se da pobjednik ima najbolju strategiju rjeSavanja.
Ako to nije slucaj, oba tima mogu osmisliti optimalnu strategiju. Ili oba tima igraju
bez prave strategije. Cak i ako pobjedni¢ki tim ima najbolju strategiju, moze biti
da nisu od samoga pocetka igre razvili optimalnu strategiju. Nastavnik tada moze
odluciti da razred podijeli na dvije veée skupina te ih zamoliti da pripreme
optimalne strategije i igraju jedni protiv drugih. To moZemo smatrati dodatnom
fazom formulacije u kojoj se ucenici medusobno pokusSavaju uvjeriti u svoje
strategije. Zatim se moZe odviti zavrsni ogled u kojem ¢e se pobjednicka strategija
dokazati kao najbolja te, uvjetno receno, potvrditi.

Faza institucionalizacije

Faza institucionalizacije posljednja je faza, a osobno znanje u ovoj fazi postaje
institucionalizirano znanje. Nastavnik je taj koji naj¢eS¢e provodi ovu fazu tako
Sto prikuplja ideje, sazima glavne dijelove dijeljene strategije i prezentira ih kao
objedinjenu optimalnu strategiju. Institucionalizirani ¢e se sadrzaj cesto
prezentirati kao matematicko znanje, a bit ¢e precizno i saZeto kao u udzbenicima.

Nastavnik u situaciji sa slagalicom moZe uvesti neformalnu ideju o slicnim
likovima te reci da je ,jedan uvecana verzija drugog” (ako nema uvecanja, onda se
radi o ,istom obliku i veli€ini), a nastavnik upotrebljava nalin izraZavanja koji
nalikuje sluZzbenim smjernicama ili materijalu iz udZbenika za poucavanje na
odredenoj razini. Cinjenica da su stranice proporcionalne izraZena je mnoZenjem
sa zajednickim faktorom (7/4), a eksperiment je pokazao da se dobije uvecana
slagalica koja je slicna izvornoj. Govoriti o preslikavanjima je napredniji nacin
pokazivanja odnosa izmedu izvornih i uvecanih likova, a moZe biti prenapredan
za Cetrnaestogodisnjake. Poanta je u tome da se matematicko znanje stvara na
temelju iskustva i miSljenja umjesto da ga se prezentira kao gotovu cinjenicu. U
odredenom je smislu to jo$ teZe posti¢i na razini kada ucenici jo$ uvijek nisu
sposobni shvatiti formalne definicije i argumente.
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Pobjednicka strategija je ono Sto se institucionalizira u primjeru s igrom Utrka do
20. To se moZe smanjiti na popis brojeva koje igra¢ treba re¢i kako bi se
kontroliralo igru i pobijedilo. Kao Sto se prethodno spomenulo, broj 17 je vazan,
a ucenici mozda nece imati previSe problema da dodu do tog zakljucka.
Pobjednicki brojevi ili strategija mogu se zapisati kao brojevi p =3n+2, gdje n
oznacava broj neke runde u kojoj je p pobjednicki broj. Ako na pocetku odaberete
broj 2, cijelo vrijeme moZete imati kontrolu. Nastavnik ¢e mozda stalno trebati
poticati u¢enike da poboljsavaju dobitnu strategiju ako Zeli da ucenici dodu do te
spoznaje. Ovisno o razini na kraju se moZe analizirati apstraktnija verzija igre
»2Utrka do N dodavajucijedan od brojeva 1, 2, ..., n u svakoj etapi”. I ubrzo se dolazi
do modularne aritmetike.

Koli¢ina matematickih pojedinosti koje nastavnik daje u¢enicima treba u ovoj fazi
biti uskladena s aktivnostima u kojima ucenici sudjeluju. Ona bi trebala biti
sinteza znanja koje su ucenici stekli kako bi prepoznavali i povezivali svoje
osobno znanje sa znanjem Kkoje se institucionalizira i smatra dijeljenim znanjem
razreda.

Vazno je da se ova faza ne pretvori u predavanje koje ¢e ponistiti radnje ucenika.
Institucionalizacija bi trebala biti nastavak stvaranja znanja u¢enika o odredenom
problemu. Ako nastavnik pocne s predavanjem o temama koje su Sire od onoga
na ¢emu su ucenici radili, postoji opasnost da ucenici svoje radnje protumace kao
izgovor da nastavnik krene s predavanjem o temama koje su doista bitne. U¢enici
u tom slucaju nece cijeniti ili provoditi matematicka istrazivanja ili samostalnu
izgradnju znanja, ve¢ ¢e oponasati nacin na koji se nastavnik bavi matematikom.

O vaznosti adidaktickih situacija

U nastavnim situacijama kada ucenici na napreduju prema ocekivanjima,
nastavnik moze do¢i u iskuSenje da prijede na faze u kojima on kontrolira
situaciju. Kao Sto je ve¢ receno, to unistava potencijal ucenja. Primopredaja
(devolucija) i institucionalizacija su didakticke situacije. Djelovanje je adidakticka
situacija, a preostale dvije faze su negdje u sredini; no treba teZiti ka tome da
adidakticke komponente imaju najvecu mogucu ulogu. Elementi adidaktickog
potvrdivanja - bez nastavnika kao posrednika - Cesto su klju¢ni kako bi se
omogucilo da ucenici steknu potpuno racionalan odnos prema ciljanom znanju
umjesto pristupa pokuSaja i pogreske u kojem je reakcija nastavnika jedini kriterij
ispravnog pokusSaja. Opcenito govorimo o adidaktickom potencijalu didaktiCke
situacije, odnosno potencijalu da ucenici samostalno rade na matematickom
problemu i na temelju toga steknu ciljano znanje. Za nastavnike je vazna ideja da
traZe nacine realizacije punog adidaktickog potencijala situacije putem donoSenja
odgovarajucih odluka u fazi primopredaje (devolucije) te da predano okruZenje
pomno prilagodavaju sposobnostima ucenika (naravno, tako da pri tome ne
trivijaliziraju problem).
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SaZetak faza
Slikom 12 dan je pregled pet faza koje Cine didakticke situacije.

: Uloga ?Uloga E-Okruienje E-Situacija
e ' nastavnika :u¢enika | e
i Primopredaja i Uvodi, i Primaju, i Uspostavlja | Didakti¢ka
| (devolucija) | predaje | pokusavaju | se
i : okruZenje | se uhvatitiu ! i
| kostac s
S T iproblemom | e
: Djelovanje i Promatrai : Djelujui i Problem se | Adidakticka
S izapaza ___|zapaZaju____{istrazwe i
: Formulacija i Organizira, ! Formuliraju : Otvorena i Adidakticka
| po potrebi | 3to | rasprava | ili didakticka
: ' potice ! preciznije | i
I | pitanjima__imogute i S
: Potvrdivanje i SluSaipo ! Raspravljaju, : Vodena i Cesto
| potrebi | pokuSavaju | rasprava | didakti¢ka
: ' procjenjuje ! pratiti tude | i
I A _argumente | o
: Institucionalizacija : Prezentirai ! SluSaju i i Instituciona- | Didakti¢ka
| objasnjava | zapaZzaju | lizirano
i i i | znanje i

Slika 12: Pregled faza TDS-a, njihovog funkcioniranja i djelovanja sudionika u
poucavanju i uc¢enju (prijevod iz Winslgwa, 2006., str. 140)

Kao Sto smo naveli na pocetku, ovih se pet faza ne koristi samo kao instrumenti
za osmisljavanje koji se primjenjuju samo za nastavu koja se temelji na TDS-u.
Faze se mogu primijeniti za analizu bilo koje nastave matematike (primjerice,
kako bi se odredilo nedostaju li neke faze ili nisu dovoljno razvijene). Cakiako se
nastava uvelike razlikuje od toga Sto smo opisali u ovom poglavlju, ove faze jos
uvijek moZemo primijeniti za analizu nastave. Za nastavnike su one vaZan
instrument raspoznavanja bitno razli¢itih dijelova njihove nastave koji imaju
zasebne uloge i u¢inke na ucenje ucenika.

Dinamicna uporaba faza

[z dvaju jednostavnih primjera koje smo navodili tijekom pregleda faza jasno
proizlazi kako je svaki osmiSljen tako da didakticko okruZenje podupire
djelovanje ucenika, omogucuje im da eksperimentiraju i formuliraju hipoteze
(kako ispravne, tako i pogreSne) te im pruza uvjete koji su povoljni za
potvrdivanje takvih hipoteza. Konkretnije govore¢i, nemoguce je sastaviti
slagalicu ili ¢e ucCenici gubiti u nekim igrama. Ove dvije situacije pomalo su
rigidnije tumacenje faza i nac¢ina na Kkoji su povezane. Sto ¢e se dogoditi ako
nastavnik preda okruZenje s problemom koji uc¢enici ne¢e moci rijesiti?
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Naravno da je prilikom planiranja nastave matematike vazno imati uvid u znanje
koje ucenici ve¢ posjeduju. Nastavnici to mogu napraviti na temelju nastavnog
programa matematike za srednje $kole, udzbenika po kojem je razred prije radio
ili drugih resursa koji definiraju ocekivane ishode. Medutim, ¢ak ako su ucenici
nesto trebali ve¢ usvojiti, dobro je u sklopu faze primopredaje (devolucije)
,provjeriti“ $to su u€enici zapravo zapamtili na prethodnim satovima.

To se izravno moZe provjeriti tako da se u¢enicima postavi pitanje poput: Sjecate
li se Pitagorinog poucka? U tom slucaju postoji opasnost da ucenici nece htjeti ili
se boje priznati da se ne sjecaju poucka. Neki ¢e ucenici to napraviti kako bi
odobrovoljili nastavnika. Drugi se boje da ¢e se ,osramotiti“. MoZda bi bolje bilo
pitati: Sto znate o pravokutnim trokutima? Ako ne spomenu ocekivano znanje,
nastavnik ¢e morati u¢enicima zadati novi problem prije nego Sto preda prvotni
problem i okruZenje. Ovaj bi novi problem trebao ucenicima omoguciti da
ponovno steknu znanje koje su mozda zaboravili te stvore dijeljenu polazisnu
tocku tako Sto ¢e rekonstruirati znanje za koje se ocekivalo da ga ve¢ posjeduju.

Slican se problem moZe pojaviti tijekom faze djelovanja: u€enici mogu pogresno
shvatiti primopredaju (devoluciju). U primjeru sa slagalicom niSta ne znaju o
drugim nacinima povecanja duljina stranica likova osim zbrajanja. Nacini
svladavanja takvog izazova u nastavnoj situaciji ovisi o tome koliko uc¢enika nece
moci sudjelovati u problemu te o opéim matemati¢kim postignu¢ima ucenika.
Nastavnik je zasigurno promislio o tome kako regulirati okruZenje u takvim
situacijama. Postoji opasnost da se samo preda ciljano znanje koje bi ucenici
trebali izgraditi. Nastavnik u situaciji sa slagalicom moZe zapoceti fazu
formulacije u kojoj ucenici dijele preliminarne ideje, a zatim radi tablicu u koju ¢e
u jednom redu biljeZiti duljine stranica iz slagalice, a u drugom uvecane duljine
stranica. Tako se moZe stvoriti ideja da postoji viSe ,metoda“ povecéanja kao
rudimentarna ideja funkcija. Postoji viSe izracuna da bi 4 postalo 7. MozZe se
pojaviti i raspraviti klju¢no pitanje, a to je: Sto ¢e se dogoditi sa stranicom duljine
1? Postaje li zaista 1+3=4 nakon uvecanja? Cinjenica da se stranica duljine 4
sastoji od cCetiri dijela duljine moZe biti indikativna; cetiri uvecanja stranice
duljine 1 zajedno bi trebala tvoriti stranicu duljine 7. Takvo bi razmisljanje, kojeg
bi u najvecoj mogucoj mjeri trebali razviti sami u¢enici moglo dovesti do toga da
¢ak i ucenici koji na pocetku nisu imali nikakvu ideju razviju drugaciji pristup
ovom problemu. To znaci da se faze mogu koristiti dinami¢no na kontroliran
nacin. Ovisno o radu ucenika na problemu i sudjelovanju u okruzenju, bilo bi
poZeljno vracati ili pomicati faze kako bi se osiguralo da svi djeluju i razviju
odredeno osobno znanje o doticnom problemu. Meduodnos osobnog i dijeljenog
znanja klju¢na je dinamika koja se moze kontrolirati sustavnom i planiranom
uporabom faza.
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Razradeniji primjer za srednje Skole
U ovom ¢emo odjeljku dati primjer plana nastave na temelju TDS-a gdje je cilj
ucenja ,uvesti ideju i neke metode optimizacije“. Ovo je problem na kojem bi

____________________________________________________________

. Dobili ste konop duljine 1 m. Konop treba podijeliti na dva dijela. Od jednog ¢e |
. se dijela napraviti kvadrat, a od drugoga jednakostrani¢ni trokut. Pitanje je |
. gdje prerezati konop kako bi dva geometrijska lika zajedno zauzimala |
:L najmanju povrsinu? :

ucCenici trebali raditi:

Jedna strategija dovodi do teoretski dobivenog, tocnog odgovora koji je nepotpun.
Ona ipak zahtijeva prili¢nu koli¢inu algebarskih operacija koje se temelje na
znanju koje ucenici posjeduju o geometriji ili regresiji. U oba slucaja postaje jasno
da je potrebna nova metoda za rjeSavanje problema optimizacije.

Okruzenje se sastoji od problema, samih konopa (npr. pet konopa po skupini),
ravnala, Skara te eventualno kalkulatora ili racunala. Nastavnik zapocinje fazu
primopredaje (devolucije) tako $to razredu postavlja pitanje: ,Sto znate o
povrSinama geometrijskih likova?“ Pretpostavlja se da e to ucenike podsjetiti na
formule za povrs$inu kvadrata i trokuta:

Axvadrat = S° (gdje je s duljina stranice),
Atrokut = %av (vje visina, dok je a duljina osnovice)
Atrokut = %absinC (gdje su a i b duljine stranice trokuta, dok je C kut

izmedu stranica).

Mogu se obraditi i drugi likovi. Uenici se dijele u dvije skupine nakon Sto podijele
institucionalizirano znanje o ovom podrucju. Svaka skupina dobiva pet konopa,
Skare i ravnalo. Ako Zele, mogu koristiti kalkulatore ili racunala. Problem se sada
predaje skupinama. Cijela je faza didakticka situacija u kojoj nastavnik moderira
dijalog na razini razreda.

Ucenici u fazi djelovanja pocinju raditi na problemu. U toj se fazi moZe odabrati
nekoliko strategija, a mi ¢emo spomenuti tri. Neki se ucenici mogu odluciti za
strategiju ,pokusaja i pogreske”, Sto znaci da ¢e prerezati konop i napraviti dva
lika, izmjeriti i izraCunati povrSinu kvadrata i trokuta. Isti se konop mozZe
upotrijebiti kako bi se napravila dva para likova. Zatim se prereZe sljedeci konop
pa ponovno slijedi mjerenje itd. UCenici naposljetku mogu na temelju iskustva
shvatiti gdje je optimalno napraviti rez. Drugim skupinama moze pasti na pamet
da mjere koriste kao podatke. Ti se podaci mogu prikazati pomoc¢u racunalnog
programa, grafickog kalkulatora ili nacrtati olovkom na papiru, ¢ime ¢e se dobiti
graficki prikaz mjesta reza te zbroj povrsina. Ako se podaci pravilno odaberu tako
da obuhvacaju cijeli konop ukljucuju¢i minimalnu tocku, dobit ¢emo parabolu.
Ako se podaci unesu u racunalni program, ucenici regresijom mogu do¢i do
formule funkcije koja opisuje podatke. Ovisno o strategiji i dostupnim alatima,
uCenici mogu pronac¢i minimum funkcije povrSine tako da procijene najmanju
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¥ -vrijednost na temelju mjesta toCke u koordinatnom sustavu. Ako ucenici
koriste olovku i papir, mogu nacrtati aproksimaciju parabole koja ¢e opisivati
podatkovne tocke. Ako ucenici koriste grafic¢ki kalkulator ili ra¢unalni program,
mogu pomocu regresije pronaci formulu koja opisuje odnos izmedu povrsSine i
mjesta na kojem rezu konop. Ucenici koriStenjem ra¢unalnih algebarskih sustava
mogu u programu analizirati graf i pronaci ekstrem funkcije ili to jednostavno
napraviti tako da promotre graf. Ako su ucenici ispravno napravili regresiju, dobit
¢e formulu oblika
f(x) = ax? + bx + ¢,

gdje je f povrSina, a x duljina jednog komada povrSine, a najmanja ukupna
povrsina u ovom je sluc¢aju dana izrazom
__ b%-4ac
y=- 4a

)

$to odgovara
b
=——
Razumije se da su ucenici koje odaberu potonju strategiju morali dobiti znanje o
polinomima (drugog stupnja), parabolama i racunanju njihovih ekstrema.

Druge ¢e skupine problem razmatrati kao algebarski problem. Ako je konop
duljine 1 m jednak Cetirima stranicama kvadrata, 4s, i trima stranicama trokuta,
3t, dobivamo jednadZbu 1 = 4s + 3t. Ucenici tako ukupnu povrSinu mogu
izraziti kao

Aukupno = Akvadrat + Atrokut .

Ova je funkcija polinom drugog stupnja kojem se moZe pronaéi najmanju
vrijednost istim metodama kao da se odabralo gore opisanu strategiju regresije.
Ova faza je adidakticka. Nastavnik se suzdrzava od mijeSanja u rad skupine, ali im
moZe pomoci tako da im po potrebi daje smjernice Sto se tice rukovanja
racunalnim algebarskim sustavom, kalkulatorom ili drugih prakti¢nih problema.
Nastavnik istovremeno dobiva uvid u to koju su strategiju odabrale pojedine
skupine ili s kojim se izazovima skupine suocavaju tijekom istrazivanja. Ovaj
konkretan primjer docarava bit otvorenog pristupa u kojem ucenici dobivaju
problem s mnostvom strategija rjeSavanja, a sve strategije vode ka jednom
odgovoru.

Ucenici nakon prve kratke faze trebaju prezentirati svoje strategije za rjeSavanje
problema. Usmeno izraZavanje postupaka pomaZe ucenicima da postanu
odredeniji kada je rijeC o nejasnim idejama i hipotezama iz istrazivackog procesa.
Moglo bi se re¢i da je skupni rad prva faza formulacije u tom smislu da se ucenici
u svakoj skupini moraju sloziti oko strategija ili hipoteza kako bi suradivali. Rad
u skupinama moZe Clanove skupina navesti da odbace ideje te razmatraju druge.
Ovaj proces takoder sadrZi elemente potvrdivanja. Uenicima se na temelju prvih
iskustava s rezanjem, mjerenjem i racunanjem povrS$ina moZe uciniti da sada
znaju gdje trebaju prerezati konop. Ali tre¢i izraCun moZe rezultirati joS ve¢om
povrsSinom nego u prva dva izracuna. Skupina onda mora razmisliti o svojoj
strategiji. Stoga se u skupnom radu moraju dogoditi sve adidakticke ili
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potencijalno adidakticke situacije prije nego Sto dode do dijeljenja strategija s
drugim skupinama.

Kada ucenici dodu do pocetnog rjeSenja problema, skupine moraju svoj rad
prezentirati ostatku razreda. Od skupina se u prvoj prezentaciji moZe jednostavno
traziti da kaZu duljinu jednoga dijela konopa kako bi se odredilo slazu li se svi s
mjestom reza. Ako se skupine ne slaZzu, onda je joS potrebnije da navedu svoje
argumente i saslu$aju strategije drugih skupina. O¢ekuje se da ¢e odredeni broj
uCenika na taj nacin shvatiti da strategija ,pokuSaja i pogreske“ nije toliko
ucinkovita kada se traZi precizan odgovor, ali i da se njihov dosada$nji rad moZe
iskoristiti ako se prebace na strategiju regresije.

Stoga se faza formulacije moZe preklapati s fazom potvrdivanja. U okruZenju se
mogu ispitati svi prijedlozi koji se odnose na mjesto reza. Ukupna povrsSina
kvadrata i trokuta mogu se izraCunati za svaku predloZenu duljinu. OkruZenje u
tom smislu moZe pomoci u potvrdivanju koja je skupina rez predloZila u odnosu
na najmanju povrsinu. Ukljucivanje u€enika u raspravu o odabranim strategijama
moZe biti izazovno. Nastavnik stoga moZe pitati moZemo li biti sigurni da ne
postoji bolje mjesto reza. To znaci da, ako se razred odlucio da zadatak rijeSi
metodom ,pokusaja i pogreske“, moraju takoder koristiti jasnije argumente.

Odredivanje vrste funkcije koja na najbolji moguc¢i nacin stvarno opisuje situacije
moZe biti problemati¢no za ucenike koji su se odlucili za regresiju. Ako raspolazu
samo podacima ispod ili iznad ekstrema, mozda ¢e smatrati da je odnos,
primjerice, linearan ili eksponencijalan. Kako bi se izbjegle takve situacije,
ucenike se mora pitati koliko su ovi odnosi zapravo smisleni. To se moze smatrati
novom primopredajom (devolucijom) pomalo izmijenjenog problema u okviru
slicnog okruZzenja.

Optimalnu se strategiju ne moZe potvrditi testiranjem u odnosu na dostupno
okruzenje. Nastavnik zbog toga u ovom dijelu potvrdivanja ima aktivniju ulogu,
ali joS uvijek je vazno da se ostatak razreda uvjeri u navedenu strategiju.

Vazno je da nastavnik u fazi institucionalizacije saZima ideje i medusobno ih
povezuje. Na primjer, ucenici koji su prvotno odabrali metodu ,pokusaja i
pogreske* radili su isto Sto i ucenici koji su prikupljali podatke. A ucenici koji su
prikupljali podatke zapravo su pronalazili toc¢ke koje bi se u teoriji trebale nalaziti
na grafu koji prikazuje funkciju povrsine. Nac¢in odredivanja tofne vrijednosti
najmanje povrsine, a to je problem optimizacije, zajednicki je svim strategijama.
[zracuni nisu jednostavni ni u jednom slucaju, ali su izvedivi. Tako se pojavljuje
potreba da se razgovara o ostalim metodama za probleme optimizacije, a
posebice u slucajevima kada se dobije polinom viSeg stupnja.

Dodatni primjeri primjene ovih ideja i drugih nacela planiranja modula na temelju
[UNM-a nalaze se u ostalim publikacijama projekta MERIA (vidi
http://www.meria-project.eu/).
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Kao $to se spominjalo u prethodnim poglavljima, Artigue and Blomhgj (2013.)
isticu kako je cijeli niz etabliranih istraZivackih programa u podrucju
matematickog obrazovanja razradio metode i pojmove za ono $to se sada zove
[UNM. Realisticno matematicko obrazovanje (RMO) je uz TDS jedan od
najpoznatijih pristupa.

RMO obuhvaca ideje i nacela za oblikovanje procesa ucenja. Ovo poglavlje daje
pregled glavnih nacela RMO-3, a ciljana publika su nastavnici i osobe zaduZene za
izradu nastavnih programa. Ideje se objaSnjavaju pomocéu primjera zadataka.
Teorija RMO-a se u ovom dokumentu temelji na dvama glavnim nacelima:

(1) Matematika je ljudska djelatnost.

(2) Smislena matematika nastaje iz bogatih konteksta.
U zavrSnim ¢emo odjeljcima opisati poveznice izmedu RMO-a i istrazivacki
usmjerene nastave matematike (IUNM) te se pozabaviti idejama RMO-a koje
mogu biti od pomoc¢i prilikom planiranja scenarija na temelju [IUNM-a.

Matematicko znanje moze biti iznimno strukturirano, dok RMO zastupa stav da je
za proces ucenja potreban pristup koji nije toliko formalan. U formalnom se
pristupu zapocinje aksiomima, postulatima i definicijama, a zatim se iz njih izvode
leme i poucci. U aksiomatskom okviru dokazi utvrduju istinitost ovih formulacija.
Tradicija organiziranja i predstavljanja matematickih rezultata na ovako
formalan nacin seZe od Euklida (300. pr.Kr.) do suvremenih matematic¢kih
istrazivanja. Ako matematiku zamislimo kao zgradu u kojoj aksiomi predstavljaju
temelje, a logika Zbuku, onda je ona dojmljiva i ucinkovita. Formalno
prezentiranje rezultata omogucava da se akademska komunikacija odvija
nedvosmisleno. Nije ni ¢udno Sto su neki na tome izgradili matematicko
obrazovanje. Geometrija se u mnogim zemljama sve do 1950-ih godina poucavala
prema Euklidovim Elementima. Pokret Nove matematike je u 1950-im i 1960-im
godinama uveo niz teorija koje su posluzile kao temelj za srednjoskolsko
matematicko obrazovanje.

Treba li ovaj iznimno strukturirani skup matematickog znanja biti glavni nacin na
temelju kojeg oblikujemo matematicko obrazovanje? RMO zauzima drugacije
stajaliSte. RMO smatra da je matematika ljudska djelatnost. Organizirani skup
matematickog znanja proizvod je ove djelatnosti. Na primjer, dobra definicija
matematickog pojma cCesto je rezultat dugotrajnih matematickih promisljanja,
ideja i pokuSaja. RMO naglaSava vaznost ovih procesa koji dovode do poboljSane
inacice matematickog pojma ili rezultata.
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Na pocetku poglavlja o logaritmima moglo bi se reci da je logaritamska
funkcija inverzna eksponencijalnoj funkciji. Medutim, prema pristupu na
temelju RMO-a zapocelo bi se sa zadatkom koju ukazuje na potrebu za takvim
konceptom. Ucenici bi kroz takvu vjeZbu samo osjetili da im treba
logaritamska funkcija. Ovo je temeljna ideja.

Rogier u banku polaZe 200 eura. Kamatna stopa iznosi 2 %. Popunite tablicu.
Iznos (1) 100 ~ 108,24 |~ 129,36 |[= 199,99 ~ 507,24
Godine (t) | 0O

Znate li funkciju kojom biste iz I dobili t?

Naravno da ¢e odgovor na ovo pitanje vjerojatno glasiti ,,ne, ali vazno je da se
ucenici to zapitaju i shvate da im treba nova funkcija. U¢enici nisu naviknuti
na ovu vrstu pitanja. Zbog toga je moZda bolje da se na pitanje odgovori kroz
raspravu u razredu koju ¢e nastavnik usmjeravati. Ucenici ¢e se mozda sjetiti
funkcije (kvadratnog) korijena te trebaju vodenje kako bi shvatili zasto to nije
ispravno.

Inverzija se odnosi na to kada se uCenicima matematiku prezentira u iznimno
strukturiranoj inacici (na temelju aksiomatskih sustava). Ucenike se stavlja pred
gotov rezultat dugotrajnog i mukotrpnog procesa bavljenja matematikom. Ako
uCenik matematiku mora uciti na taj nacin, onda je proces ucenja inverzija
procesa koji je doveo do matematicke teorije. Morat ¢e mukotrpno raditi (ili
¢ekati) da sazna koja su pitanja dovela do matematcke teorije, a koje je probleme
ta teorija razrijesila. Nastavnik je mozda svjesno odabrao ovaj pristup, ali RMO
smatra da takav pristup nije didakticki: radi se o anti-didaktickoj inverziji
(Freudenthal, 1991.).

Opcenito govoreci, formalno prezentiranje matematike teSko je razumljivo za
pocetnike. Postoji mnogo didaktickih argumenata protiv toga da se u¢enicima na
samom pocetku ucenja pruzi ova iznimno strukturirana i dotjerana verzija
matematike.

e Nisu prikazani prirodni procesi (postavljanje pitanja, problemi,
znatiZelja...) nacina na koji se dosSlo do neke matematicke teorije. U¢enik
gubi smisao i motivaciju.

e Proces ucenja liSava se intuicije koja je dovela do teorije.

¢ Nije jasno Sto sustav rjeSava, modelira ili na Sto se odnosi (a na $to ne).

e Zanemaruju se heuristike koje su bile nuZne za organizaciju teorije.

e Prezentacija moZe biti suviSe obimna ili oskudna. TeSko je shvatiti
matematicki aspekt, ali mu se u formalnoj prezentaciji nece udijeliti
previse paZnje.
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Mnogi ¢e se matematicari, uklju¢uju¢i nastavnike matematike sjetiti €,9 -
definicije limesa koju su dobili na prvoj godini studija ili ¢ak u srednjoj Skoli.
Zasto je bila tako teSko razumljiva? Uceniku ona nema nimalo smisla ako nije
upoznat s problemima rigoroznih dokaza koji se pojavili u Analizi poCetkom 19.
stoljeca. Koji problem rje$ava? Cemu toliki trud da se dokaZe nesto $to je tako
oCito? Zasto nisu funkcionirale ostale definicije?

S formalnog glediSta pravilan redoslijed predavanja zakona distribucije “a -
(b+c)=a-b+ a-c”usrednjim Skolama bio je da ga se samo priop¢i, a zatim
bi uslijedili vjezZbe poput “prosiri 5 - (a + 2)”, ali uc¢enik na taj nacin ne dobiva
nikako znacenje. Niti odgovor na pitanje zasto je to korisno pravilo ili vjestina.

Ocito je kako je (formalno) znacenje matematickih pojmova i postupaka pomno i
precizno opisano u formalnom prezentiranju matemati¢kog znanja. Budu¢i da
formalne matematicke prezentacije mogu biti teZe razumljive i didakticki
neprikladne za pocetnike, kako bi se ovo znacenje trebalo poucavati?

Skup aktivnosti u€enja tvori proces ucenja. Jedna od srediSnjih ideja RMO-a jest
ta da se situacije na kojima se temelje takve aktivnosti trebaju biti realne ili
realisticne. Znacenje matematickih pojmova i postupaka nastaje na tome Sto
uCenicima ve¢ ima smisla, na tome $to je za ucenike realno.

Sto se u RMO-u podrazumijeva pod ,realnim/realisticnim? U¢eniku je nesto
realno ako mu nes$to ima ocito znacenje, ako neSto moZe razumjeti. Skupini
ucenika nesto je realno ako je nesto logi¢no i drzi vodu. ,Realno” ne znaci (nuzno)
da se ,temelji na stvarnosti, odnosno da se temelji na situacijama iz drugih
disciplina kao Sto su fizika ili ekonomija. ,Realisticna“ situacija uc¢enja isto tako ne
znaci da se temelji na iskustvu iz svakodnevnog Zivota. A ,realno“ svakako nema
ontoloSko znacenje: ono $to postoji i ono Sto ne postoji. MoZda bi ,smislena
matematika“bio bolji izraz od ,realisticne matematike*, ali potonji je izraz pojavio
u prethodnom stolje¢u i kao takav se uvrijeZio. Smislenu se matematiku otpocetka
u€i na temelju onoga Sto je uceniku ve¢ smisleno, a posebice u smislenim
kontekstima. Prema Freudenthalovim rije¢ima:

Realnost koncepata ovisi o osobi koja ih shvaca, a kognitivna percepcija
moZe u danim okolnostima biti snaznija od manualne i osjetilne percepcije
koje su na neki nacin uvijek povezane sa spoznajom®“i ,(Ono sto je stvarno)
medusobno povezuju stvarni, zamisljeni i simbolizirani odnosi (....) koji se
Sire iz jezgre svakodnevnog Zivota prema matematickom istraZivanju u
Sirem smislu, a sve to ovisi o sudjelovanju ukljucenih strana. (Freudenthal,
1991, str.30).
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Zakon distribucije moZe se uvesti u
realisticnom geometrijskom kontekstu:
IzraCunajte povrsSinu pravokutnika na

dva nacina:

(1) Prvo izraCunajte povrSinu tamnog
pravokutnika, a zatim svijetlog te ih
zbrojite

(2) Prvo izracunajte cijelu Sirinu, a zatim
pomnoZite s visinom. [e—————a——fa— 2 —f

(na temelju van den Broek i drugi, bez
datuma)

[——— o1t ———

Zasto je ovo realisti¢niji pristup? Pretpostavlja se da je ucenik upoznat s
raCunanjem povrSina. Prirodno se namece znacenje jednakosti jer rezultati
dvaju izraCuna moraju biti isti. Znacenje proizlazi iz samog zadatka. Uloga
nastavnika je da uvede zadatak, usmjerava ucenike te razredu iznosi zapaZanja
o zadatku. Ispravno mora zadatak uklopiti u proces ucenja. Kasnije u tekstu dat
¢emo detaljnije videnje iz perspektive RMO-a.

Bogate strukture i bogati konteksti

Sukladno RMO, ucenici novo shvadanje matematike ne stjecu iz formalne
matematicke strukture, ve¢ uglavnom na temelju onoga Sto je za ucenike stvarno.
Didakticka situacija treba omogucditi da se novo znanje razvija na temelju onoga
Sto je ve¢ smisleno. To znaci da situacija treba biti bogata nematematickim
kontekstima i matematickim strukturama. Navodimo mogucée nacine na koje
matematicka struktura ili kontekst mogu biti bogati:

(1) povezuje razne aspekte logike ucenika - $to viSe poveznica, to je struktura
bogatija;

(2) matematicki govoreci, korisnost je veca od situacije koja ih uvodi;

(3) na raznim razinama omogucuje razlicite pristupe ili rjeSenja.

Sada ¢emo na konkretnim primjerima prikazati ove nacine.
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Sljedec¢i zadatak koji se zove ,Toranj i most“ prikazuje toc¢ku (1). Koristi se za
eksperiment za uvodenje mjerila i geometrije u 3D kontekstu (Goddijn, 1979.).

Ispod se nalaze dvije fotografije istog prekrasnoga nizozemskog krajolika, a na
njima vidimo razlicite perspektive tornja i mosta. Sto je vise: toranj ili most?

Nizozemska se djeca stalno voze na biciklu, a posebice u $kolu. Zasigurno su
vidali tornjeve i mostove u ovakvom poloZaju. Svakoga dana koriste pametne
telefone kako bi slikali (i uredivali) slike. Nadalje, svi imamo urodenu
sposobnost da zamiSljamo scene iz razli¢itih perspektiva. Stoga je ova situacija
u mnogocemu realisticna. Sada o njoj trebaju razmisljati matematicki. Kako bi
raspravljali o situaciji, morat ¢e upotrijebiti pojmove kao Sto su glediste,
projekcija, linije pogleda i promjena mjerila (skaliranje), a to i jest cilj zadatka.

Donja slika sazima neke matematicke aspekte problema. Fotografije su
prikazane u to¢nijem relativnom mjerilu.
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Gore navedeni primjer s pravokutnikom ilustrira toc¢ku (2). Izvrsno funkcionira
s vjezbama poput: prosiri 3 - (x + y + 3), gdje je pravokutnik podijeljen na tri
umjesto dva pravokutnika. Takoder se moZe primijeniti na (a + 7)(b + 8), gdje
je pravokutnik podijeljen na Cetiri pravokutnika.

|f————— -1 —— |2

|fe———- b ——— > |—— § ———

Ponekad se ovaj primjer objasnjava pomoc¢u drugog modela koji ne zadovoljava
toCku (2). Drugi se model ponekad naziva ,kljunom papige®, a izgleda ovako:

(a+7)(b+8) =ab+8a+7b+56
~

Cim se dva izraza pomnoZze, oni se povezuju crtama. Ako ste sve napravili
ispravno, pojavljuje se kljun. Ovaj model je mnemotehnika i ne objasnjava Sto
se dogada. Ne zadovoljava toc¢ku (2) budu¢i da Kkljun proSiruje samo
(a+c)(b+d),ane (a+c)(b+d + e) ili sloZenije izraze.

Ako se usredotoimo na formalnu prezentaciju matematike kao temelj za
obrazovanje, onda je logi¢no zapoceti s matematickim pojmovima koji su
najmanje strukturirani. Matematicko se znanje na taj nacin gradi na njegovim
temeljnim pojmovima. Geometrija bi pocela s aksiomima o tocki i pravcima.
Analiza e se zapocinjati skupovima, prirodnim brojevima i realnim brojevima,
nakon cega Ce slijediti funkcije itd. Takav je pristup koristila Nova matematika
tijekom 1960-ih godina. Ali to je joS jedan oblik anti-didakticke inverzije. Veéina
ovih struktura dolazi na Kkraju procesa apstrahizacije, ,osiromasenja“ i
reorganizacije matematickog znanja. RMO zastupa stajaliste da je korisnije da
ucenici sami produ kroz proces koji dovodi do toga.
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Sljedeéa vjezba ilustrira to¢ku (3). Neposredno nakon Sto je uvedeno
supstituiranje varijabli brojevima moZe se krenuti s rjeSavanjem jednadZzbi.
Pronadite rjeSenja za:

2x =8
7+x=15
x%? =25
xX+8=2x+2
(x+2)2 =16
Popis bi mogao biti mnogo dulji; $to je veca raznolikost jednadZzbi, to je
zadatak bogatiji. Uspjeh ucenika varirat ¢e ako prethodno nisu naucili neke
metode rjeSavanja. To se odnosi i na razne vrste misljenja. Nastavnik tijekom
vjezbe moZe dobiti uvid u to Sto ucenici shvacaju intuitivno i to iskoristiti kada
se kasnije bude raspravljalo o formalnim metodama rjeSavanja. Nastavnici
dobivaju uvid u razlike izmedu ucenika.

RMO promice matematiku kao ljudsku djelatnost. Freudenthal za jednu od
glavnih sastavnica ove djelatnosti koristi naziv matematizacija:
Matematizacija se odnosi na cjelokupnost organizacijske djelatnosti matematicara,
bilo da ona obuhvaéa matematicki sadrZaj i izraze ili naivnije, intuitivnije
proZivljeno iskustvo koje izrazavamo svakodnevnim jezikom... (Cilj je) ponuditi
nematematicke bogate strukture kako bismo ucenike upoznali s otkrivanjem
strukture, strukturiranjem, osiroma$enjem struktura i matematizacijom. Uclenici
na taj nacin mogu otkriti siromasne strukture u kontekstu bogatih u nadi da ¢e
pomocu ovog pristupa funkcionirati i u drugim (kako matematickim, tako i u
nematematickim) kontekstima. Ako se zapocne sa siromas$nim matematickim
strukturama, to moZe znaciti da se moZda nikada nece doci do bogatih
nematematickih struktura koje su zapravo odgovarajuci cilj. (Freudenthal, 1991,
str.311istr.41)
Matematizacija  obuhvaca:  aksiomatizaciju (stvaranje  aksiomatskoga
matematickog sustava), formalizaciju (prijelaz s intuitivnog na formalni pristup),
shematizaciju (stvaranje smislenih mreZza pojmova i postupaka), algoritmizaciju
(prijelaz s mukotrpnog rjeSavanja problema na rutinsko rjeSavanje problema),
modeliranje (izrada shema koje predstavljaju, idealiziraju i pojednostavljuju
druge sheme) itd.
Razlikujemo dva smjera matematizacije: horizontalnu i vertikalnu (Treffers,
1987.). Horizontalna se matematizacija odnosi na prijenos problema ili situacije
u matematicki diskurs. Ona omogucuje da se situacija tretira ili o njoj raspravlja
na matematicki nacin. Vertikalna se matematizacija odnosi na matematizaciju u
matematickom diskursu.
Horizontalna se matematizacija odvija ¢im se postavi pitanje (i na njega odgovori)
o situaciji vezano za kolicine, udaljenosti, oblik, simetrije, redoslijed, vjerojatnost
ili drugu vrstu struktura o kojima se u¢i na matematici. Ucenici bi trebali
prakticirati oba tipa matematizacije. Ako se zanemari horizontalna
matematizacija, ucenici gube poveznicu izmedu matematickog znanja i situacija
na koje je ono primjenjivo. Ako se zanemari vertikalna matematizacija, ucenici
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propustaju priliku da stvore snaZnije poveznice u matematici, izgrade formalni
sustav i bolje razumiju.

Sljededi je zadatak dio nastavnog materijala o diskretnim modelima za ucenike
udobiod 161 17 godina. Svrha zadatka jest da se vjeZbaju vjeStine prikazivanja
pomocu nizova, uvjezba zbroj niza te uvede geometrijski niz. PoCinje se tako da
se uvede slavni paradoks o Ahileju i kornjaci. Vecini je u€enika ovaj paradoks
poznat, ali ipak mogu nai¢i na poteSkoce dok ga pokuSavaju rijesiti (primjerice,
prilikom rasprave u razredu).

Ahilej i kornjaca se utrkuju. Bududéi da je Ahilej brZzi, kornjaca ima prednost.
Svaki put kada Ahilej stigne na mjesto gdje je netom prije bila kornjaca, ona ve¢
malo umakla dalje. Ahilej zbog toga nikako ne uspijeva presti¢i kornjacu te ona
na kraju pobjeduje. Sto nije u redu s ovim na¢inom rasudivanja? Kako pomo¢u
matematickog nacina misljenja mozemo rijeSiti paradoks?

"é —

44

Ucenicima se tada zadaje da opiSu situaciju (kao matematicki niz). Naravno da
se postavlja pitanje uloge vremena i udaljenosti kao varijabli.

Moguci se odgovor krije u nekoliko pretpostavki. Recimo da je prednost 1,
Ahilejeva brzina 1, a brzina kornjace je %. Stoga je udaljenost u trenucima kada
Ahilej dode do prethodnog polozaja kornjace izraZena sljede¢im nizom

1,

) wun

ol

1
14)

N[ =

Ukupna udaljenost koju je Ahilej prevalio i proteklo vrijeme u svakom od tih
trenutaka izraZena je sljede¢im nizom

Ali kako iza¢i na kraj s beskonacnim nizovima? Ako zbrojimo beskonacnu
koli¢inu brojeva, nije li rezultat beskonacnost? To i je srZ paradoksa! Odgovor
leZi u geometrijskom nizu, a u ovom je zadatku to veliki cilj ucenja.
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Ucenici u popratnoj vjezbi proucavaju sliku:

1/8
1 1/16 _1/|;>
1 / 2

1/4

Neformalno rasudivanje u vezi s ovom slikom daje ucenicima nacin da dodu do
geometrijskog niza koji je rjeSenje paradoksa.

Zatim slijedi proces vertikalne matematizacije. Uenici imaju zadatak da dodu
do sli¢noga rezultata za desnu sliku, a zatim trebaju vizualni prikaz na slici
formalizirati i poop¢iti prema

1

1—x

1+x+x*+x3 4=

. i 1 . .
PronalaZzenje izraza P predstavlja velik izazov.

Primjena ovog rezultata na druge zanimljive situacije poput 0.9999 ... =1
(dobar primjer matematickog konteksta) trebala bi kod ucenika pobuditi
zanimanje za pronalazak dokaza. U dokazu se koriste pseudoformalne tehnike

A-0Q+x+x2+x3+)=1+x+x2+x3+—x—x2—x3+-. =1
Kasnije se mogu uvesti limesi i) notacija kako bi se sve dodatno formaliziralo.

Ovaj prikaz scenarija uCenja daje primjere modeliranja i formalizacije na
bogatom kontekstu ¢uvenog paradoksa i razumljivih slika. Zamijetite redoslijed
aktivnosti: ucenik dolazi do formalnijeg rezultata tako Sto uci konkretne
kontekste.

Povezivanje matematike sa stvarno$¢u od posebnog je znacaja za RMO. Kao Sto

Freudenthal (1991., str.81) navodi:
Svijet je bucno mjesto; matematizacija svijeta odnosi se na potragu za osnovama,
osluskivanje poruke kroz buku. Ulenici i to moraju nauciti, odnosno ponovno
osvijestiti i to ¢im prije, to bolje; jednom kad ucenike potpuno indoktriniraju
unaprijed pripremljene metode i algoritmi, bit ¢e prekasno.

»Povezivanje sa stvarnoscu” je uz ,matematiku kao ljudsku djelatnost“ jedna od
glavnih interesnih podrucja RMO-a. Za poticanje aktivnosti koje stvaraju
poveznice potreban je dovoljno bogat (nematematicki) kontekst. U prethodnim
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dijelovima ovog poglavlja smo govorili o bogatim kontekstima. Sada ¢emo to
prosiriti s nekoliko prijedloga. Naravno da svaki prijedlog treba ispunjavati gore
navedene kriterije bogatog konteksta.

a) Lokacija. Primjerice, skladiSte ili glazbeni festival.

b) Prica. poput gore opisanog paradoksa o Ahileju i kornjaci.

c) Ljudska djelatnost. Primjerice, uredivanje kuée ili upravljanje

zrakoplovom.
d) Vijesti ili povijesni dogadaj. Primjerice, statisticki podaci iz novina.

Sljede¢u smo vjezbu preuzeli iz De Wageningse Methode (van den Broek i drugi,
bez datuma). Radi se o dijelu poglavlja o matricama. Dobar dio poglavlja
posvecen je bogatom kontekstu tvrtke koja se bavi prodajom automobila.
Tvrtka ima sjedisSte i podruznicu. Prodaju automobile tipa A, B i C. Matrica S
predstavlja zalihu automobila.

A B C
Sjediste (15 13 7 )
PodruzZnica 3 4 11

UcCenici su u prethodnim vjezZbama zbrajali matrice kako bi se prilagodile zalihe.
Sada se uvodi matrica vrijednosti ¥V  (u tisuéama  eura)
prodaja troSak dobit
A 12 11 1
B (30 28 2)
C 20 17 3

Ukupna vrijednost prodanih automobila u sjedistu iznosi
15-12+4+13-30+ 7-20 = 710 (tisuca eura).

a) IzracCunajte ukupnu vrijednost prodanih automobila u podruznici.

b) IzraCunajte ukupne troskove prodanih automobila u sjedistu. I u podruznici.

c) Izracunajte ukupnu dobit od prodanih automobila u sjedistu . [ u podruznici.

d) Iskoristite ukupne iznose koje ste dobili u a), b) i c) kako biste popunili matricu

ukupnih iznosa.
prodaja troSak dobit
Sjediste ( ' ' ' )
Podruinica ' : '

Zatim slijedi pojaSnjenje da se obavila neka vrsta mnoZenja za matrice S - V =
T, aT je odredena kao matrica produkta. Prednosti ovog pristupa su to $to su
izvrSene operacije za matricu mnoZenja zahvaljuju¢i dobro odabranom
kontekstu bile logican korak, a sam nacin je bio smislen.

Kako ucenici prema RMO-u dolaze do fromalnijeg matematickog znanja? U
radovima Streeflanda (1985.), Treffersa (1987.) te Gravemeijera (1994.) posebna
se pazZnja obrac¢a na modele koji nastaju u glavama ucenika. Modele definiraju kao
mentalne sheme pojmova i procesa koje se odnose na situaciju. Model situacije
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proizlazi iz horizontalne matematizacije. Ovaj model predstavlja neformalnu
matematic¢ku aktivnost u¢enika u odnosu na situaciju.

Za ucenike to situaciji daje znacenje. Od ove se toCke moZe odviti proces
vertikalne matematizacije: izgradnja (apstraktnijeg) matematickog pojma iz
koncepta ili algoritma iz procesa. Novi model je pomalo formalniji. Nakon jednog
ili viSe takvih koraka viSe se ne radi o modelu specifi¢ne situacije, ve¢ o modelu
situacija za razred koji omogucuju matematicku aktivnost bez referiranja na
situaciju prema kojoj je model nastao. Medutim, modelu se, ako je to potrebno,
znacCenje moze dati tako da ga se pomocu prijelaznih modela poveZe s izvornim
modelom. To je jedan od glavnih razloga zbog kojih RMO viSe voli rad s modelima
koji sadrZe viSe od situacije u kojoj su nastali (vidi tocku (2) o bogatim
situacijama).

Postupno izviranje modela moZe se odvijati tijekom dugog razdoblja
obrazovanja. Pogledajmo kao primjer izviranje pojma funkcije (Doorman,
Drijvers, Gravemeijer, Boon i Reed 2012.). Kao polaziste nam sluzi pretpostavka
da su ucenici upoznati s pojmom varijable, ukljuCujuci supstituciju varijable
nekom vrijednosti. VjeZba za ucenike u dobi od 12 godina (prilagodeno iz De
Wageningse Methode, usporedi s van den Broek i drugi, bez datuma):

Pogledajte shemu na desnoj strani. Odaberi broj
Nacinite tablicu s brojevima 1, 2, 3, 4, |

Sam dobiva 10 kao rezultat. Koji mu

. . . i o -
je bio pocetni broj? OmanI s
As 3437 Oduzmi 11

/ Upisiutablicu \

Ova Ce se neformalna aktivnost kasnije razviti u uporabu formula kako bi se
dobila shema strijele. Ucenici ¢e koristiti takve metode ra¢unanja i formule, a
one ¢e postupno za ucenike postajati dio stvarnosti.

U nekom se trenutku uvode nove osnovne ra¢unske operacije: sinus, kosinus i
tangens koje oznaCavamo sin x itd. UCenici ne uce kako se racunske operacije
obavljaju (opcenito), ve¢ samo koje je njihovo geometrijsko znacenje. Ovo je
vaZzna promjena perspektive. Sljedeci je korak da se analogijom uvede novi
zapis: f(x) gdje f predstavlja racunsku operaciju. Sama racunska operacija u
ovom trenutku postaje pojam. Ucenici ¢e morati uciti svojstva pojma kao Sto su
domena ili derivacija. Ali pojam funkcije uvodi se na temelju transformacije
modela: model za pojam funkcije na temelju modela funkcije, a ne na temelju
definicije. Do stvarne formalne definicije funkcije dolazi se potpuno drugacijim
nacinom: ustaljena teorija!
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Horizontalna matematizacija otvara situaciju ili skupinu situacija matematickom
diskursu. Modeli neformalne matematicke djelatnosti se kroz vertikalnu
matematizaciju postupno pretvaraju u modele koji predstavljaju formalno
matematicko znanje. Moglo bi se re¢i da uc€enici na ovaj nacin otkrivaju formalnu
matematiku. U vecini sluCajeva taj proces ne moze biti isti kao originalno otkrice.
Nacin na koji su profesionalni matematicari dosli do rezultata mogu zahtijevati
motivaciju i znanje koje u€enici nemaju. Za nastavnika koji koristi RMO izazov
moZe biti da omoguci proces koji je prikladan za ucenike. Proces mora biti voden.
Prema Freudenthalu (1991.) ,Otkri¢a u ovom kontekstu oznacavaju korake u
procesima ucenja, Sto se odrazava u rijeCi otkrivanje, a na nastavno okruzenje
procesa ucenja ukazuje pridjev ,,vodeno““. Uz ono Sto smo prethodno spomenuli
moZemo dodati i sljedeée argumente za vodeno otkrivanje (Freudental 1991.):

1. Znanje i sposobnosti koje su nastale na temelju vlastitog rada duZe se

zadrZavaju te su dostupnije nego kada ih nametne netko drugi.

2. Otkrivanje moZe biti ugodno, a u¢enje otkrivanjem moZe biti motivirajuce.

3. Ono potice doZivljaj matematike kao ljudske djelatnosti.

4. Osigurava da matematicki pristup odgovara razini ucenika.

Nacelo otkrivanja treba sagledati iz perspektive srediSnje postavke RMO-a s
kojom smo zapoceli ovu raspravu: matemati¢ko se obrazovanje ne odnosi samo
na korpus matematickog znanja, ve¢ i na u€enje kako matematizirati. Stoga proces
otkrivanja vrijedi isto koliko i ishod.

Kako voditi ucenike prema otkri¢ima? ,Vodenje oznacava delikatnu ravnotezu
izmedu sile poucavanja i slobode ucenja“ (Freudenthal 1991.). Oc¢ito je da vodene
aktivnosti trebaju promicati horizontalnu i vertikalnu matematizaciju. Cilj bi
trebao biti da ucenici sami nalaze rjeSenja zadanih problema, a moZda cak i da
postavljaju nove probleme.

Nastavnik bi vodenjem trebao promicati rasprave izmedu samih ucenika te
izmedu ucenika i nastavnika. Rasprave omogucavaju ucenicima da testiraju,
usmjeravaju i reformuliraju ideje, a da nastavnik pritom nije taj koji ih usmjerava
prema Zeljenom ishodu. Ucenici ne¢e matematizirati i otkrivati istom brzinom.
Rasprave ¢e uc¢enicima pomoc¢i da usklade ideje.

Ako nastavnik sudjeluje u raspravi, uc¢enicima Ce koristiti pokusaji nastavnika da
prati njihov na¢in misljenja kako bi im pomogao da shvate u kojem smjeru idu. To
je zato Sto ucenici svoje pristupe temelje na onome Sto im je smisleno. Ako
nastavnik uspije usmjeriti ove metode prema prihvatljivom rjeSenju, povecava se
vjerojatnost da ¢e ucenici shvatiti rjeSenje.
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Ova je vjezba prilagodena iz De Wageningse Methode (van den Broek i drugi,
bez datuma), a cilj joj je otkrivanje metode nadopunjavanja na kvadrat.. Na
desnoj slici nalazi se lik u obliku slova L, a treba ga nadopuniti na kvadrat.

T T
3
b
¥
X
% I S
e X <3 o] o= X —oh—3 |

a) Napisite izrazza povrsinu u obliku slova L na lijevoj slici. U izrazu ¢e se pojaviti
varijabla x.

b) Kolika je povrsina sivog kvadrata?

c) Kolika je duljina stranice velikog kvadrata?

d) Objasnite na koji nacin (a) i (b) vode do jednakosti x? + 6x = (x + 3)% — 9.

e) Provjerite jednakost kvadrirajuci binom..

f)  Skicirajte dio u obliku slova L s povr§inom x2 + 10x.

g) Kojujednakost moZete izvesti iz dijela u obliku slova L?

%

Vjezba se ponavlja s razli¢itim brojevima (takoder se uvode razlomci), ali na
uceniku je da odabere hoce li crtati dio u obliku slova L. Ovdje valja istaknuti
da je na uceniku da otkrije algoritam. Ucenik bi trebao obaviti algoritmizaciju.

Ucenikovo vlastito otkrice (kao $to je pojam, algoritam, model ili nacin rjeSavanja
problema) mozda nece biti najucinkovitije ili najljepSe. MoZda e se razlikovati od
onoga Sto je nastavnik imao na pameti ili od Zeljenog ishoda ucenja. Nastavnik na
kraju aktivnosti otkrivanja moZe tijekom razredne rasprave formulirati
zajednicki ishod. Nastavnik se treba pobrinuti da ishod poveZe s doprinosima
ucenika.

Koje su zajednicke karakteristike RMO-a i [IUNM-a? IstraZivanje je sredi$nji pojam
[IUNM-a: proces koji nalikuje na¢inu rada matematicara i znanstvenika kada se
suoce s novom pojavom.

Mnoge se pojave iz svakodnevnog Zivota mogu opisati, istraZiti ili razumjeti pomocu
matematike u kombinaciji sa znanoscu ili logikom te predstavljaju bogatu podlogu
za IUNM-... (Artigue i Blomhgj, 2013.)

RMO i [IUNM imaju neka zajednicka nacela. Obje teorije opisuju kako situacije iz
svakodnevnog Zivota ¢ine bogatu podlogu za ucenje. Zagovaraju izgradnju znanja

2 U ovoj ¢emo brosuri koristiti pojam IUNM umjesto pojma IUMO koji koriste
Artigue i Blomhgj.
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pomocu metoda koje se temelje na nacinu kako nastaju znanost i znanje:
istrazivanje, otkri¢e i pronalaZenje. I IUNM i RMO ovaj proces opisuju kao
drustven: ucenici zajedno rade na ponovnom otkrivanju i izgradnji znanja. RMO
naglaSava razliku izmedu ponovnog otkrivanja i otkrivanja buduc¢i da je znanje
koje je polazisna tocCka za specijaliziranog istraZivaca i pocetnika bitno drugacije.
Nastavnik u RMO-u i I[UNM-u osim tradicionalnih dobiva i novu ulogu: on je
posrednik koji vodi kroz istraZivanje i matematizaciju. U srediStu paZnje su
ucenici i njihove ideje. Kao Sto smo rekli prije, nastavnik pomaze u formalizaciji
neformalnih pristupa ucenika.

RMO i [UNM zastupaju stav da su vjeStine istrazivanja i matematizacije same po
sebi ciljevi ucenja uz znanje iz nekog podrucja. Ovo predstavlja znacajnu
promjenu u odnosu na pristupe koji su usmjereni isklju€ivo na znanje iz nekog
podrucja.

Do sada smo govorili o razli¢itim aspektima RMO-a te smo kao primjere naveli
nekoliko zadataka. Zaklju¢no dajemo pregled kako zadatke povezivati u putanju
ucenja kao Sto je, primjerice, modul.

1. Uvod: predstavljanje konteksta s relativno otvorenim problemom (koji ¢e
moZzda ucenici otkriti ili formulirati). Problem ¢e biti nit koja ¢e se
provlaciti kroz cijeli modul. Pristupat ¢e mu se na razne matematicke
nacine.

2. Faza horizontalne matematizacije: uvodi se matematicki jezik kako bi se
raspravilo o situaciji. U¢enici stvaraju prvi neformalni model situacije.

3. Faza vertikalne matematizacije: dodatno se razraduje matematika koju
problem sadrzi. Model se podize na apstraktniju i op¢enitiju razinu.

4. Zakljucaki analiza: u€enici promisljaju o cjelokupnom procesu, integriraju
ideje, stecene metakognitivne vjeStine postaju eksplicitne, ucenici dijele
rezultate, a nastavnik ih vodi i naglasava glavne tocke ucenja.

U svakoj fazi postoje elementi istraZivanja: otkrivanje i/ili formulacija problema,
stvaranje prvoga neformalnog modela, apstrahizacija, dijeljenje rezultata. Druge
publikacije projekta MERIA bave se izazovima prilikom primjene ovih ideja i
drugih nacela za planiranje modula na temelju [IUNM-a (vidi http://www.meria-

project.eu/).
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Dodatak. Sazeci glavnih referenci: prijedlozi za daljnje
Citanje u vezi s projektom MERIA

U ovoj cjelini je dan pregled glavnih referenci. Reference su na engleskom jeziku,
te saZetke donosimo na engleskom jeziku takoder.

Artigue, M., & Blomhgj, M. (2013). Conceptualizing inquiry-based education
in mathematics. ZDM - The International Journal on Mathematics Education,
45, (6), pp.- 797-810.

The paper argues how IBE/IBME invites students to “work in ways similar to how
mathematicians and scientists work”. They start by presenting Dewey as a
philosopher who strived to overcome the distinction between knowing and doing
by viewing human behavior as reflective inquiry. They further list by whom
Dewey was inspired. They list elements of inquiry practice which seems crucial:
reflective inquiry mixes induction and deduction, process concerning daily life
and scientific activity, hands-on activities and that IBE should develop the
students’ habits of mind in the direction of those underlying inquiry processes.
The descriptions of inquiry from the PRIMAS and Fibonacci projects are described
and how they relate to the idea of progressive development of “big ideas”. The
migration of IBE to mathematics education is argued as relating to Polya’s “How
to solve it” and more recent theories and approaches to the teaching of
mathematics. Hereafter, a short presentation of these theories and approaches
are given and how they relate to IBE. The approaches treated are: The problem
solving tradition, the Theory of Didactical Situations, Realistic Mathematics
Education, Modelling perspectives (from Mathematical Competence Theory), the
Anthropological Theory of Didactics and the Dialogical and critical approaches.
While summing up the authors argue that teachers need to have experience and
to exercise inquiry in mathematics themselves in order to teach inquiry based and
itis suggested to differ between “inquiry by teachers and inquiry in teaching” and
the latter seem to require considerable collaboration among teachers for IBME to
be realized in classrooms. As concluding remark the authors list ten concerns,
which should be taken in to consideration when engaging in IBME and which are
addressed with different weight on each concern when teaching is designed based
on the existing approaches to mathematics teaching presented earlier in the

paper.

Artigue, M. & Baptist, P. (2012). Inquiry in Mathematics Education |,
Resources for Implementing Inquiry in Science and in Mathematics at School.
Retrieved from http://www.fibonacci-project.eu

This part of the booklet from the Fibonacci project describes previous and present
attempts to teach mathematics in an inquiry based manner. The Fibonacci project
continues some of the ideas from the German SINUS, which defined features
involved in inquiry processes in mathematics teaching. The first part of the
booklet section points out what approaches to math education known from the
literature capture IBME features. Inquiry in science often draws on already
sensed experiences, which can be further studied in cyclic processes, which do
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not apply to the case of mathematics. Here the cumulative nature of the discipline
is a challenge. Hence the design task is different if we want to ensure that students
reach a certain learning goal, which again links to already developed knowledge
within the students and form the basis for more formal proving of the concrete
ideas developed during the inquiry activity. In this context ICT or CAS-tools offers
special opportunities and challenges when designing IBME activities - examples
are provided of different ICT designs. In the first half it is briefly argued what
elements: Modelling, RME, ATD, TDS and critical approaches and problem-solving
can offer IBME. But also the obstacles one might encounter when implementing it
in school systems is presented in this booklet section.

In the second part a more practical (teacher) perspective is given on the IBME.
From a characterization of standard teaching it is pointed out, how teaching
should be altered: what should the teacher do less and more of? What actions
should the students engage in and how do teachers make them do that? It is
argued how these actions support the students’ development of problem-solving
and metacognitive competences. Finally examples are given on IBME tasks with
and without computers.

Artigue, M., Dillon, J., Harlen, W., & Léna, P. (2012). Learning through
inquiry, Re-sources for Implementing Inquiry in Science and in Mathematics
at School. Retrieved from http://www.fibonacci-project.eu/resources

More general on the ideas of the Fibonacci project not restricted to mathematics

Artigue, M., & Houdement, C. (2007). Problem solving in France:

didactic and curricular perspectives. ZDM - The International Journal on
Mathematics Education, 39, 365-382

The paper gives an overview of how problem solving can be regarded and
approached from the point of view of TDS, ATD and “conceptual fields”. A few
examples are given, of how problem solving is articulated in curricula at different
levels of mathematics. Most of the results presented relate to the change of focus
with respect to problem solving in curricular reforms from 1945 to 2002. Changes
in curricular reflect the changed role of primary education. It is described through
examples how didactical research has influenced the curricular changes with
respect to problem solving through design centers as IREM, which provide the
support of in-service teachers to realize the intended changes. However, there are
still problems when studying the realized curriculum in the classrooms, where
teachers find definitions of a problem blurred and they have difficulties
navigating in open processes and tend to put equal value to different answers of
varying quality. It is suggested that stronger links between research and practice
as well as teacher training will improve the realized curriculum.

Brousseau, G. (1997). Theory of didactical situations in mathematics:
Didactique des mathématiques, 1970-1990. Dordrecht: Kluwer Academic
Publishers.

The book presents most of the Theory of Didactical Situations, which has been
developed by Guy Brousseau, and further developed together with his research
group. TDS is introduced through the example of “The race to 20”. The analogy
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between learning and winning a game becomes clear in the introduction and a
first presentation of the phases of action, formulation and validation is given.
Chapter 1 starts by a presentation of what didactique is in French research,
concerning the objects and phenomena which are studied. Among the phenomena
are some unintended effects of teaching: Topaze effect, Jourdain effect,
metacognitive shifts and improper use of analogies. Further, the notions of
didactical situation, adidactical situation and the didactical contract are
presented. Examples are given on devolution of an adidactical situation and
further paradoxes regarding the didactical contract are discussed. The paradoxes
relates to students adjustment to situations and the learning potentials of doing
that. In the last part emphasis is put on how the phases and situations can be
modelled through the design of milieu, which leads to formulation of intended
learning if the students adapt to the milieu of the situation.

Chapter 2 continues the design element by presenting the notion of
epistemological obstacles, problem and what didactical engineering is from the
point of view of TDS. The chapter relates to problem situations and Brousseau’s
study regarding the teaching of decimals. Further a distinction between what
obstacles can be dealt with in classrooms and what obstacles are external to the
classroom is given.

Chapter 3 provides an analysis of the possible outcomes of the teaching of
decimals in French primary school from 1960s and 1970s based on previous
curricular and approaches to teaching. This is continued in chapter 4, where
conclusions on the mathematical, epistemological ad the didactical analysis are
drawn. Based on these design examples other examples are presented and
discussed: the pantograph and the scaling of drawings, the puzzle task moving
from an additive to multiplicative domain, decimal numbers and the rational
numbers. Next, the analysis of a situation is presented, which covers the design of
a situation where the thickness of a piece of paper is determined and the analogy
of the learning situation with a (didactical) game.

Chapter 5 elaborates on the notion of didactical contract both in relation to design
issues and in relation to the effects on students learning. It relates to the phases
of the didactical game with an emphasis on the knowledge to be taught in the
designed situation.

The last chapter 6 addresses the relevance of TDS research to teacher practice
including techniques for teachers and how research knowledge can become
reality in the classroom practice.

Burkhardt, H., & Bell, A. (2007). Problem solving in the United Kingdom.
ZDM - The International Journal on Mathematics Education, 39, 395-403.
The paper gives a historic overview of political decisions made throughout the
last 100 years regarding teaching in mathematics. It is problematized that in
recent years policy makers seem to act based on their own experiences with
respect to what mathematics teaching is and should be rather than relying on
research knowledge. Hence, inquiry approaches to the teaching of mathematics is
not emphasizes or supported in the British school system.
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Chevallard, Y. (2015). Teaching Mathematics in tomorrow’s society: a case
for an oncoming counter paradigm. In The Proceedings of the 12th
International Congress on Mathematical Education (pp. 173-187). Springer
International Publishing.

This is a survey paper, introducing elements of the Anthropological Theory of the
Didactic (ATD), another French theory of didactics. Ordinary classroom teaching
presenting and explaining procedures or formulas is characterized as the
paradigm of visiting works. The paper argues that mathematics teaching should
head towards a new (counter)paradigm: Questioning the world. It is proposed
that teaching should be based on open questions, which students answer by
engaging in the study of existing resources and employing newly gained and
existing knowledge to answer the open question. In this process students are
supposed to derive new questions from the given one. The design tool for this
kind of teaching is called Study and Research Paths (SRP) and is pointed out by
other researchers (including papers in this list) to be a promising model for IBME.

Cobb, P., Wood, T., Yackel, E.,, & McNeal, B. (1992). Characteristics of
Classroom Mathematics Traditions: An Interactional Analysis. American
Educational Research Journal, 29 (3), 573-604.

The authors are analyzing two examples of teaching place value numeration in US
grade two and three. They introduce a number of notions from American
mathematics education literature to analyze the two teaching situations. They
identify the situations as school mathematics and inquiry mathematics
respectively. They emphasise the different role played by instructions and the
verification of students’ answers. They mention the work and some notions of
Brousseau’s TDS, however they do not wish to analyse the two teaching situations
using the notion of didactical situations. They conclude that “In addition, we
contend that cognitive models which document students' construction of
increasingly sophisticated mathematical objects are essential to analyses of their
activity as they participate in the interactive constitution of an inquiry
mathematics tradition.” The paper show an attempt to conceptualise how inquiry
like mathematics education can be analysed and compared to traditional
approaches. Most of the findings can be related to the notion of didactical contract
from TDS, but it is not done in the paper.

Dewey, ]J. (1902). The Child and the Curriculum. Chicago: University of
Chicago Press.

He discusses how educational systems are arranged in logical structures.
However the logic is often the one produced by grownups and is the product of
years of dealing with the knowledge to be taught. This might lead to challenges
for child and its’ learning since it might not fit with the child’s experiences. On the
contrary teaching should revolve around children’s actions and it is concluded:
“Action is response; it is adaptation, adjustment. There is no such thing as sheer
self-activity possible—because all activity takes place in a medium, in a situation,
and with reference to its conditions”

Dewey,]. (1929). The Sources of a science of education
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Chapter 1: Education as a science. He argues for the need of regarding education
as a science, where we share knowledge in a scientific way. Some teachers have a
talent for teaching, but if we do not study, what this talent is made of, we cannot
share the practice or ideas on teaching. But there is a danger of knowledge
gathered as regarding education as science, will be misused as quick fixes by
persons in educational systems

Chapter 2: Borrowed techniques insufficient. It is argued that techniques cannot
be borrowed from natural sciences. And at this time of history, it is unclear what
and how to measure objects in the field of educational research.

Chapter 3: Laws vs. Rules.

Discusses how school systems and knowledge is arranged and why this might fail
in teaching and learning for all and the free play of thought, where the latter might
actually be central for learning.

Dewey, J. (1938). Logic: The theory of inquiry. New York: Henry Holt and
Company, Inc.

The book discusses inquiry from different perspectives: common sense and
scientific inquiry, the structure of inquiry and construction of knowledge,
working hypotheses etc. The main emphasis is put on inquiry in science. A chapter
is devoted to the mathematical discourse of inquiry, where it is concluded that:
“The considerations here adduced have an obvious bearing upon the nature of
test and verification (See ante, p. 157). They prove that in the practice of inquiry
verification of an idea or theory is not a matter of finding an existence which
answers to the demands of the idea or theory, but is a matter of the systematic
ordering of a complex set of data by means of the idea or theory as an
instrumentality.” Hence it is the generality, which can be drawn from the concrete
experiment or experience, which is interesting. Different notions and concepts
from mathematics (e.g. isomorphic, a relation etc.) are discussed in the context of
inquiry and in mathematics and to what extend they do mean the same.

Dorier, J. & Garcia, F.J. (2013). Challenges and opportunities for the
implementation of inquiry-based learning in day-to-day teaching. ZDM - The
International Journal on Mathematics Education, 45(6).

The paper argues about the conditions and constraints which might favour, or on
the contrary hinder, a large-scale implementation of inquiry-based mathematics
and science education, on the basis of our work within the PRIMAS project in 12
European countries. The model of the educational system provided by the
Chevallard’s anthropological theory of didactics (ATD) as a systemic institutional
perspective helped in structuring the analysis of conditions and constraints of the
systems in these countries. It is a complement to the approach through the
analysis of teachers’ beliefs and practices (Engeln et al. in ZDM Int ] Math Educ
45(6) 2013). In the approach, teachers are actors of institutions, representing
some disciplines, embedded in a school system, sharing some common
pedagogical issues, are considered in relation to society. The analysis is organized
according to four levels of institutional organization that co-determine both
content and didactical aspects in the teaching of mathematics and sciences:
society, school, pedagogy and disciplinary.
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Drobnic¢ Vidic, A. (2011). Impact of Problem-based Statistics Course in
Engineering on Students’ Problem Solving. International Journal of
Engineering Education 27(4):885-896.

Abstract. In this comparative study, we examined the level of basic discipline
knowledge and problem-solving abilities in problem-based learning (PBL),
incorporated into a traditional curriculum in an introductory statistics course.
Progressively less structured, less familiar and more open problems were
presented to engineering students. Engineering problems triggered the learning
of new statistical contents and activated small group problem solving. Students
as a group determined the learning goals, individually searched for information,
and together analysed the information collected. Such a problem-solving process
with real-world problems is often seen as unstructured and time-consuming. An
experiment was carried out to find out whether this approach yields adequate
basic statistical knowledge and improves problem solving. Two randomised
groups of students from the same engineering programme were compared: one
group used PBL and the other followed the traditional method of instruction. The
results of statistical analysis showed that engineering students with the PBL
approach acquired sufficient basic statistical knowledge and were better able to
solve statistical problems from the field of engineering than the students who
followed the traditional way of instruction. Some characteristics of the
implementation of the course are discussed, as well as some limitations of the
study.

Drobnic Vidic, A. (2015). First-year students' beliefs about context problems
in mathematics in university science programmes. International Journal of
Science and Mathematics Education, 13 (5), pp. 1161-1187.

Abstract: Mathematics-related beliefs play an important role in the willingness to
engage in academic activities in mathematics education. Such beliefs might not be
consistent with the beliefs students hold about context problems that require
sufficient mathematical knowledge and the application of such knowledge to
various real-life situations. This study was designed to examine differences
between students' mathematics-related beliefs and beliefs about context
problems. The variations in these beliefs could explain the different amounts of
effort students put into solving context problems on one hand and in solving
typical mathematical tasks on the other. The study included 261 first-year
students: students in one group were enrolled in academically more demanding
study programmes (n = 162), while students in the other group (n = 99) were
enrolled in less demanding study programmes. The results revealed significant
differences in beliefs between the two groups. A detailed analysis indicates the
factors which need to be emphasised when designing problem-based
mathematics education to promote the successful problem solving of context
problems.

Drobnic¢ Vidic, A. (2016). Using a Problem-Based Leaning Approach to

Incorporate Safety Engineering into Fundamental Subjects. Journal of
Professional Issues in Engineering Education and Practice.142 (2).
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Abstract. Safety is considered as an important area of engineering education, but
it is often not addressed adequately in an engineering curriculum. Contents of
safety engineering were incorporated in an introductory statistics course through
problem-based learning (PBL) approach. Novices were learning statistical
contents via PBL problems from the field of safety engineering. They were divided
in two groups according to the partial assessment option they chose: the group
with classical assessment and the group with assessment of an independent PBL
engineering problem that was designed in accordance to the campaign
coordinated by the European Agency for Safety and Health at Work. In the
problem, students were analyzing the quality of installation of fire extinguishers
in more than 200 buildings, as well as their maintenance. The aim of our study
was to find out if the assessment of such a problem can be used to assess students’
holistic statistical knowledge, if students can get new insights in the field of safety
engineering, and if such assessment suits the ABET criteria. Students’
questionnaire also gave us information on the students’ perception of the
difficulty of PBL approach in both assessment options.

Drobnic Vidic, A. (2017). Teachers’ Beliefs about STEM Education Based on
Realisation of the “Energy as a Value” Project in the Slovenian School
System. International journal of engineering education (in press).

Abstract. The cross-curricular project Energy as a Value described in this study
involved almost all subjects in the K-12 curriculum of the so-called technical
gymnasium. It became the framework for an effective Science, Technology,
Engineering and Mathematics (STEM) education. Although the project offered
interdisciplinary connection of all STEM subjects, promoted problem-based
learning and pointed out to applications of subjects’ contents to engineering
profession it was not added up as a successful one. Teachers’ satisfaction was
questionable at the end of the four-year project time. Teachers were not initiators
for a new project. The Engineering Education Beliefs and Expectations Instrument
for STEM education is used in order to find the reasons for such an ambitious
project not being carried out again. The instrument documents teachers’ beliefs
and expectations about pre-college engineering instruction, college preparation,
and career success in engineering, and to compare teachers’ views. It is applied to
teachers of technical gymnasiums in Slovenia that teach STEM subjects in order
to find out if there are differences between beliefs of teachers that carried out the
Energy as a Value project and teachers from other technical gymnasiums, as well
as differences between beliefs of mathematics / science teachers and technology-
based / engineering teachers. The results of statistical analyses give answers
about obstacles that teachers who carried out the ambitious STEM education in a
particular school system might be confronted with.

Keywords: STEM education; teachers’ beliefs; K-12 curriculum; interdisciplinary
engineering project; project-based learning.

Elia, 1., Gagatsis, A., Panaoura, A., Zachariades, T., & Zoulinaki, F. (2009).
Geometric and Algebraic Approaches in the Concept of "Limit" and the
Impact of the "Didactic Contract". International Journal of Science and
Mathematics Education, 7 (4), 765-790.
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This paper reports on a study with a large number of upper secondary students’
engagement in problems regarding the concept of limit, where the students were
supposed to change freely from the algebraic to the geometric domain and back
again. To what extend students succeeded in the none-routine problems
requiring a change of domain depended on the degree by which the students were
bound by a traditional didactical contract.

Ellerton, N. (2013). Engaging pre-service middle-school teacher-education
students in mathematical problem posing: Development of an active
learning framework. Educational Studies in Mathematics, 83, 1, pp. 87-101.
The paper starts arguing for the importance of being able to question the content,
which you are supposed to learn and learn, to question existing knowledge
requires creativity and imagination and is how advances are made in science.
Therefor this should be promoted in the teaching. The paper sketches some
designs created by pre-service lower secondary teachers have designed teaching
activities engaging students in posing problems.

Engeln, K., Euler, M., & Maaf}, K. (2013). Inquiry-based learning in
mathematics and science: a comparative baseline study of teachers
beliefs and practices across 12 European countries. ZDM - The
International Journal on Mathematics Education. Advance online
publication. http://link.springer.com/journal /11858

The paper presents some of the results of a questionnaire answered by the
teachers engaged in the PRIMAS project. It shows that teacher in general have a
positive attitude towards IBL, but also that they consider a lack of resources as a
major obstacle to implementing IBL. Also national restrictions in the educational
system are pointed out as challenging. By contrast, classroom management is not
regarded as a major problem by the teachers.

Euler, M. (2011). PRIMAS survey report on inquiry-based learning and
teaching in Europe

The PRIMAS project showed that in most EU countries at least some teachers in
mathematics and science have experience with Inquiry Based Learning (IBL), but
there are differences in the interpretation of the notion, hence an IBL lesson can
appear very different in one country compared to another. It is suggested that
initiatives supporting the implementation of IBL is initiated around teachers, who
have some experience already and an interest in pedagogical or didactical issues.
The project identified three main factors making the implementation of IBL
problematic: classroom management, resources and restrictions from the
educational system in specific countries.

Garcia, F. J. (2013) PRIMAS guide for professional development providers.
The report lists a number of concrete initiatives for how to teach in-service
teachers to use IBL, the theoretical approaches captures modeling, Lesson Study
and to fit IBL with local requirements for in-service teacher training. The modules
of the PRIMAS in-service teacher training covered the following topics: student-
led inquiry, tackling unstructured problems, learning concepts through inquiry,
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asking questions that promote IBL, students working collaboratively, building on
what students already know, self and peer assessment.

Godino, J.D., Batanero, C., Canadas, G., Contreras, ].M. Linking inquiry and
transmission in teaching and learning mathematics. In K. Krainer & N.
Vondrova (Eds.). Proceeding of the Ninth Congress of the European Society for
Research in Mathematics Education, 2015, Prague, Czech Republic. pp.2642-
2648.

The paper describes different theories that assume that learning mathematics
should be based on constructivist methods where students inquire problem-
situations and assign a facilitator role to the teacher (RME, TDS), and contrast
them to the theories that advocate for a more central role to the teacher, involving
explicit transmission of knowledge and students’ active reception. The authors
hold the view that mathematics learning optimization requires adopting an
intermediate position between these two extremes models.

Gravemeijer, K. & Terwel, J. (2000). Hans Freudenthal: a mathematician on
didactics and curriculum theory. Journal of Curriculum Studies, 32, 6, pp.
777-796.

The authors give an account of the main contributions to mathematics education
by Hans Freudenthal, who regarded mathematics as a human activity. He
continued the idea of guided reinvention (also known from Dewey’s work), which
questioned the formation of curricula at the time. He wanted to promote the idea
of putting processes rather than fixed pieces of content as a central element of
what students should learn. As a result mathematics teaching should be based on
modeling problems where students mathematize matter from reality, but with no
clear intra- and extra mathematical reality. Later a difference between vertical
and horizontal mathematization was introduced. Freudenthal criticized the role
played by generic theories on pedagogy or learning theories in mathematical
education research. Rather he proposed the approach of Realistic Mathematics
Education (RME), which is a phenomenological approach to mathematics
teaching.

Gueudet, G., & Trouche, L. (2011). Mathematics teacher education advanced
methods: an example in dynamic geometry. ZDM - The International Journal
on Mathematics Education, 43 (3), 399-411.

An example of how in-service teacher training can support teachers in the design
or development of inquiry based teaching employing a dynamic geometry
computer program (ICT based IBME). The teachers in this study are teaching at
upper secondary level and the theoretical approach is the very recent theory of
documentational genesis.

Van den Heuvel-Panhuizen, M. (2000). Mathematics education in the
Netherlands: A guided tour. Freudenthal Institute Cd-rom for ICME9. Utrecht:
Utrecht University.

This is a survey paper, which introduces the central constructs and notions from
RME and Dutch didactics tradition, starting with contributions by Hans
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Freudenthal, towards more recent developments. Three primary school examples
are provided in the text.

Hersant, M., & Perrin-Glorian, M.-]. (2005). Characterization of an
ordinary teaching practice with the help of the theory of didactic
situations. Educational Studies in Mathematics, 59(13), 113-151.

The paper presents some of the challenges when teaching is designed to offer
students a larger degree of initiative in the classroom and how that increases the
uncertainty of the teacher. By employing the notions from TDS the authors
analyse two case studies of teaching, where the authors have had no influence on
teaching design or the conduct of the teaching. Based on this the authors discuss
the challenges and possibilities for bringing constructivist approaches to teaching
into the classroom.

Kilpatrick, J. (2014). History of Research in Mathematics Education.
Encyclopedia of Mathematics Education, pp. 267-272. Springer publishing.
The text gives a short overview of how the research field of mathematics
education started to evolve, and that this happened much later than the
establishment of a practice. Short account of who took the initiative to form
institutions (such as ERME, ICMI, IREM and others) where mathematicians and
educational researcher could meet and discuss. The ideas of Felix Klein and the
relation between research mathematicians’ practice, and the teaching and
learning of mathematics, are touched upon. Other more recent problems in the
field are outlined, such as the actual and potential roles of technology in
mathematics teaching. The text presents an overview of research in mathematics
education, and therefore does not present specific research in any detail.

Kilpatrick, J. (2008). The Development of Mathematics Education as an
Academic Field. In The first Century of the International Commission on
Mathematical Instruction (1908-2008). Reflecting and shaping the world of
Mathematics Education, pp. 25-39

First an historic overview is provided with the initiation of commissions for the
development of mathematics education, where Felix Klein was an important
figure. He introduced a reform program based on an alliance between teachers,
scientists and engineers. The idea was to change teacher education to change the
teaching in the direction of promoting practical instructions and the development
of spatial intuition. It is discussed what mathematics is (which is not easily
defined by mathematicians) and what education is. Different approaches are
presented such as e.g. Nordic pedagogy tradition and the francophone tradition
of didactic. It is argued that mathematics as a field of study as well as a practice
revolves around teaching. It is through teaching it is promoted and constituted.
This leads to the question (considered by others as well) what is and should be
the relation between mathematics as a research field and as a discipline to be
taught in different school settings.
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Legrand, M. (2001). Scientific debate in mathematics courses. In Holton, D.
(ED.) The teaching and learning of mathematics at university level: An ICMI
study (pp- 127-135). Springer Netherlands.

Itis argued that engaging in a mathematics course is not equivalent with students
becoming mathematicians, however it might require that they attempt to act like
mathematicians and the class form a scientific community debating mathematics.
Hence the paper proposes to orchestrate the teaching as a scientific debate. The
debate can be initiated as “unplanned” debate based on a question raised by a
student, a planned situation with the intention to introduce a new concept or
overcome an epistemological obstacle, or the deepening of a concept or theory.
Examples are provided of such initiators from first year of university mathematics
teaching (including cross disciplinary examples), but several examples might be
relevant for the secondary level as well.

For the scientific debate to function it is important that the teacher give enough
time for the students to develop their arguments individually, that he/she writes
all arguments on the blackboard without judging them and the teacher should
strive to maximize the number of students who engage and involve themselves in
discovering a rational solution to the problem or conjecture dealt with. The
students responsibility is to believe in the conjecture he or she argues for, develop
rational arguments for the conjecture and finally to formulate the arguments so
convincingly that both fellow students and the teacher is persuaded. In this way
the didactical contract of the teaching of mathematics is explicitly changed to one,
where the responsibility of students as the one acting, formulating and validating
mathematical answers has become explicit. The paper draws on notions from
TDS.

Legrand, M. (n.d.) Les deux ateliers proposés par Marc Legrand reposent sur:
Le “Débat scientifique” en cours de mathématiques. Retrieved from:
http://kordonnier.fr/IMG/pdf/legrand.pdf

The text provides further arguments regarding the haw scientific debate changes
the didactical contract in the teaching and how mathematical activity (of
mathematicians) resonates with scientific debate. Further comments from
students are provided. Some of those find it difficult to imagine Scientific debate
being introduced in primary education, although they found the teaching
enlightening and good. Many students find the debates time consuming in the
sense, that they are concerned if a Scientific debate course will actually cover the
curriculum.

Margolinas, C. & Drijvers, P. (2015). Didactical engineering in France; an
insider’s and an outsider’s view on its foundations, its practice and its
impact, ZDM - The International Journal on Mathematics Education, 47(6).

The paper discusses the notion of didactical engineering which has influenced and
characterized contemporary research in mathematics education in France. In the
paper, the following from an insider’s and an outsider’s perspective is addressed:
(1) the way this notion is theoretically grounded, (2) the kinds of design research
practices has it led to and is leading to, and (3) the way it relates to the design
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research paradigm. The paper compares the Dutch view on realistic mathematics
education and the characteristics of the didactical engineering in France.

Maaf}, K. & Artigue, M. (2013). Implementation of iquiry-based learning in
day-to-day teaching: a synthesis. ZDM Mathematics Education, 45, pp. 779-
795

Abstract: This synthesis is designed to provide insight into the most important
issues involved in a large-scale implementation of inquiry-based learning (IBL).
We will first turn to IBL itself by reflecting on (1) the definition of IBL and (2)
examining the current state of the art of its implementation. Afterwards, we will
move on to the implementation of IBL and look at its dissemination through
resources, professional development, and the involvement of the context. Based
on these theoretical reflections, we will develop a conceptual framework for the
analysis of dissemination activities before briefly analyzing four exemplary
projects. The aim of our analysis is to reflect on the various implementation
strategies and raise awareness of the different ways of using and combining them.
This synthesis will end with considerations about the framework and conclusions
regarding needed future actions.

Miyakawa, T., & Winslgw, C. (2009). Didactical designs for students’
proportional reasoning: an “open approach” lesson and a “fundamental
situation”. Educational Studies in Mathematics, 72 (2), 199-218.

The paper analyses and compares two didactical designs on proportional
reasoning. The one design is the enlargement of a puzzle known from the
literature on TDS. The other design is based on the Japanese tradition of Lesson
Study and Open-ended Approach. Both approaches carry an element of inquiry
and both share the idea of students learning from potential mistakes.

Monaghan, J., Pool, P., Roper, T. & Threlfall, J. (2009). Open-Start
Mathematics Problems: An Approach to Assessing Problem Solving.
Teaching Mathematics and its Applications, 28 (1), 21-31

The paper gives an introduction to problem solving and what defines an Open-
start problem, which is characterized by having multiple starting points but only
one answer. The paper suggests how these latter problems can be used for
assessment purposes, and by changing assessment it is proposed that classroom
activities as well will be more inquiry based.

Niss, M. (1999). Aspects of the Nature and state of research in mathematics
education. Educational Studies in Mathematics, 40, pp. 1-24.

The paper discusses the some fundamental questions for research in mathematics
education: what challenges are the educational system facing, and why the
teaching of mathematics should be of any interest of research mathematicians. It
is formulated in the paper what is meant by a theory, what is mathematics
education as a design research and what comes of this kind of research. Several
findings are discussed such as perspectives on learning, known obstacles, the role
of ICT and the conclusions points towards the need of students develop more
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heuristic competences through none-routine mathematical problems, which can
be interpreted as more inquiry-based approaches.

Nohda, N. (1995). Teaching and Evaluating Using "Open-Ended
Problems" in Classroom. Zentralblatt fiir Didaktik der Mathematik, 27 (2),
57-61.

Nohda, N. (2000). Teaching by Open-Approach Method in Japanese
Mathematics Classroom. Proceedings of the Conference of the
International Group for the Psychology of Mathematics Education (PME),
(1),39-53

An introduction to open-ended approach is given in the paper: based on an initial
problem, students’ hypotheses and first answers lead to formulate new questions
for further inquiry. Examples of different problems are provided, and it is
discussed how the teacher deals with the variety of students’ answers. The
teaching situations are sketched with an emphasis on the communication
between the students and the teacher. At the end it is suggested that the link
between open-ended approach and modeling should be studied further, and how
this kind of teaching affect students’ attitudes towards mathematics.

Polya, G. (1945). How to solve it? Princeton, NJ: Princeton University Press.
This book has been deemed seminal by other researchers in problem solving and
IBME as the starting point of the inquiry based approach to teaching and learning
of mathematics. Polya describes the processes involved in problem solving as the
core activity of a mathematician. He emphasizes the creativity and attitude
towards mathematics needed to engage in problem solving activities. He
introduces the notion of heuristics in the process of solving problems.

Schoenfeld, A. H. (1985). Mathematical problem solving. San Diego:
Academic Press.

An elaboration and extension of the ideas of Polya. A detailed introduction to what
problem solving is, what resources the students are supposed to draw on and
what attitudes towards mathematical problems are needed.

Schoenfeld, A. H. (1992). Learning to Think Mathematically: Problem
Solving, Metacognition, and Sense Making in Mathematics. In D. A.
Grouws (Ed.), Handbook of Research on Mathematics Teaching and
Learning. A Project of the National Council of Teachers of Mathematics (pp.
334-370). New York: MacMillan Publishing Company.

The book chapter gives an introduction to problem solving mentioning Piaget and
constructivism, the impact of teachers’ epistemological, ontological and
pedagogical view on mathematics. He discusses Polya’s ideas on heuristics and its
relation to metacognition. The paper contains general ideas on how to guide or
assist student (university level) in developing problem solving skills and
competences. However it is still (in 1992 at least) a challenge how to teach
problem solving, since some kind of consensus seem to be reached regarding the
definition of what it is.
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Schoenfeld, A. H., & Kilpatrick, J. (2013). A US perspective on the
implementation of inquiry-based learning in mathematics. ZDM - The
International Journal on Mathematics Education, Volume 45, Issue 6, pp
901-909.

An discussion of the challenges which implementation of IBMT could face in the
United states, considering factors such as current curricula, the capacity of
mathematics teachers, and public demands and beliefs concerning the nature and
purpose of school mathematics.

Singer, F. M., Ellerton, N, Cai, J. (2013). Problem-posing research in
mathematics education: New questions and directions. Educational Studies
in Mathematics, 83, 1, pp. 1-7.

This is an overview paper introducing the current state of problem posing
research in mathematics education. The paper starts by arguing how problem
posing support students’ development of heuristic competences and how this
relates to pursuing ones’ own questions. The paper is an introduction to a special
issue of ESM and it provides and overview of the approaches to nurture students
to pose questions with mathematical content, which can be found in the special
issue.

Stein, M. K., Engle, R. A., Smith, M. S., & Hughes, E. K. (2008). Orchestrating
productive mathematical discussions: Five practices for helping teachers
move beyond show and tell. Mathematical Thinking & Learning, 10, 313-
340.

The paper provides a literature review on classroom discussions, which leads to
the presentation of the authors’ model involving: anticipating, monitoring,
selecting, sequencing, and connecting. It is concluded that: “Thus, the five
practices do not provide an instant fix for mathematics instruction. Instead, they
provide something much more important: a reliable process that teachers
can depend on to gradually improve their classroom discussions over time”.

Ulm, V. (2012). Inquiry-based mathematics education in primary school:
Overview and examples from Bavaria/Germany. In P. Baptist & D. Raab
(Eds.), Resources for Implementing Inquiry in Science and in Mathematics at
School. Implementing Inquiry in Mathematics Education (pp.65-81).
Retrieved from http://www.fibonacci-project.eu/resources

An example or model of how to design inquiry based learning environments,
followed by some German examples from lower secondary school on basic
number theory.
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https://link.springer.com/journal/11858/45/6/page/1

Pojmovnik posebnih pojmova koji se koriste u ovoj
brosuri

Neki se ¢lanci temelje na formulaciji koju smo preuzeli s interneta koji je op¢enito
dobar izvor kada je rije¢ o stjecanju prvotnog dojma o tome $to pojedini pojam
oznacava. Navodimo ih radi Citatelja, a oni nipoSto ne bi smjeli biti zamjena za
nuzZno detaljno proucavanje materijala koji se nalaze u bibliografiji.

Filozofija u¢enja i znanja

Epistemologija - u uZem smislu filozofska disciplina koje se bavi teorijom znanja,
prirodom znanja, njegovim osnovama te racionalnos¢u vjerovanja. Epistemoloski
se aspekti u matematicCkom obrazovanju u Sirem smislu bave strukturno
specificnim podruc¢jima matematike te preprekama i poteSkocama s kojima se
ucenici suocavaju zbog takve strukture.

Konstruktivizam - filozofsko stajaliSte o nacinima na koje ljudska bi¢a uce.
Konstruktivizam se poglavito povezuje s Jeanom Piagetom (1896.-1980.), slavnim
Svicarskim psihologom koji je dio karijere posvetio provodenju klinickih studija o
tome kako djeca, izmedu ostaloga, uce osnovnu matematiku. Smatrao je da se
ljudsko znanje temelji na raznim vrstama mentalnih shema te je ustvrdio da se
nastajanje tih shema (ucenje) odvija tako Sto se, kako je srocCio, postojece sheme
asimiliraju i smjestaju u iskustvo ucenika. Konstruktivisti smatraju da se ucenje
odvija dok ucenici aktivno sudjeluju u procesu izgradnje smisla i znanja umjesto
da pasivno primaju informacije. Ucenici su ti koji stvaraju znaCenje i znanje.

Opce obrazovanje (ukljucujudi Zargon i Siroke pojmove)

Pristup u obrazovanju - skup nacela poucavanja, a u Sirem se smislu odnosi na
nacin interakcije s u€enicima koji potice u€enje. MoZe ga se opisati kao prihvac¢enu
teoriju u matematickom obrazovanju ili neformalnije kao popis nacela na temelju
vjerovanja o prirodi matematickog znanja i uc¢enju istog.

Metoda poucavanja - obuhvacda nacela i metode koje se koriste za poucavanje, a
nastavnik ih primjenjuje kako bi ucenici postigli Zeljeni ishod ucenja. Na odabir
metoda djelomicno utjeCe sadrzZaj koji ¢e se uciti (npr. kvadratne jednadZzbe), a
djelomi¢no ono $to se o ucenicima vec¢ zna ili pretpostavlja (npr. poznavanje
kvadratnog korijena, zanimanje za temu, sposobnost koncentracije i samostalnog
rada). Metode poucavanja obuhvacaju predavanje, vodenje i organiziranje rada
uCenika (kroz rasprave u razredu, skupne projekte, rad u paru itd.)

Ishod ucenja - ocekivanje kada je rijec o znanju ili vjeStinama koje je ucenik stekao
nakon ucenja. Cesto su takva ocekivanja prilitno implicitna. Smatramo da
nastavnici koriste ishode ucenja samo ako su oko toga jasni, primjerice, tijekom
priprema, rada u ucionici i procjene.

Tradicionalno obrazovanje - pojam (ne pristup!) koji se odnosi na ustaljene
obicaje koji su se dugo koristili u $Skolama, a ¢esto nisu bili jasno artikulirani. Neke
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vrste reforme obrazovanja promicu usvajanje alternativnih obrazovnih praksi
poput, primjerice, snazZnije usmjerenosti na potrebe pojedinih ucenika i
samokontrolu. Mnogi reformatori tvrde da se protive tradicionalnim metodama
koje su usmjerene na nastavnika, a takve su metode ukljucivale memorizaciju i
uCenje napamet. Zapravo, pridjev ,tradicionalno“ cesto se koristi dosta
neprecizno.

Pasivno ulenje - metoda ucenja ili pouc¢avanja u kojoj ucenici primaju informacije
od nastavnika te ih internaliziraju i to cesto tako da ih nauce napamet ili
memoriziraju, a u¢enik od nastavnika ne dobiva nikakvu povratnu informaciju.

Ucenje napamet - tehnike memoriziranja koje se temelje na ponavljanju. Bit je u
tome da ¢e netko brze zapamtiti metode ili ¢injenice ako ih S$to viSe ponavlja.
Obi¢tno se smatra da ucenje napamet nije dovoljno, a suprotne alternativne
metode imaju zvucne nazive kao Sto su smisleno ucenje, asocijativno ucenje i
aktivno ucenje.

Aktivno ucenje - ucenje koje se zasniva na vlastitim postupcima i inicijativi
ucenika, Sto obuhvaca sudjelovanje u organizaciji i procjeni njihovog ucenja.

Nastava usmjerena prema ucenicima - ono Sto se treba posti¢i metodama
poucavanja koje paZnju udjeljuju uceniku, a ne predavanju nastavnika. Cilj je
razviti autonomiju i samostalnost ucenika tako Sto se ucenicima dodjeljuje veca
odgovornost u procesu ucenja.

IstraZivacki usmjereno ucenje — oblik aktivnog ucenja koji proizlazi iz odgovaranja
ili postavljanja pitanja, problema ili scenarija umjesto toga da se samo usvajaju
poznate Cinjenice ili koriste ve¢ ustaljeni nacini stjecanja znanja. U procesu cesto
sudjeluje posrednik. Istrazivaci odreduju i istrazuju probleme i pitanja kako bi
razvili vlastita rjeSenja ili znanje. IstraZivacki usmjereno ulenje obuhvaca
problemski usmjereno ucenje te se narocito koristi u istrazivanjima manjih
razmjera i projektima, a isto tako i u velikim istraZivanjima.

Ucenje otkrivanjem - tehnika istrazivacki usmjerenog ucenja koja se ponekad
predstavlja kao konstruktivisticki pristup obrazovanju. Ucenje otkrivanjem
odvija se u situacijama rjeSavanja problema u kojima se u¢enik oslanja na vlastito
iskustvo i prethodno znanje. Radi se o metodi poucavanja u kojoj su ucenici u
interakciji sa svojim okruZenjem tako Sto istrazuju i upravljaju objektima,
razmisljaju o pitanjima ili prijeporima ili izvode eksperimente.

Podupiranje (obrazovno podupiranje) - potpora koja se ukazuje tijekom procesa
uCenja, a ona je prilagodena potrebama ucenika s ciljem da se u¢enicima pomogne
u postizanju ciljeva u¢enja. Kombinira pruzanje potpore (resursi, zahtjevi zadaci
i smjernice), davanje savjeta i treniranje. Potpora se, kao prilikom gradnje zgrada,
postupno uklanja kako uéenici razvijaju autonomne strategije ucenja.
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Heuristika - svaki pristup rjeSavanju problema, ucenju ili otkrivanju koji
upotrebljava prakti¢cnu metodu za koju se ne jamci da je optimalna ili savrSena, ali
je dovoljna za neposredne ciljeve.

Uvid - razumijevanje uzroka i posljedice unutar odredenog konteksta ili
iznenadno otkrice to¢nog rjeSenja nakon neuspjeSnih pokuSaja na temelju
metode ,pokuSaja i pogreske“. Pretpostavlja se kako su rjeSenja temeljena na
uvidu otpornija nego rjeSenja do kojih se nije doslo uvidom.

Aha! trenutak (Eureka efekt) - odnosi se na Cesto ljudsko iskustvo da se odjednom
shvati pojam ili problem koji su prije bili nerazumljivi. Takvi u¢inci u odredenim
slucajevima obuhvacaju intuiciju i sje¢anje, ali to su ve¢inom neobjasnjive pojave.

Razumijevanje - odnos izmedu onoga koji spoznaje i predmeta spoznaje. Opcenito
govore(i, razumijevanje je koristan, ali dosta nejasan pojam. Za nastavnika
,razumijevanje algebre“ moze biti brz nacin da ocijeni koliko izvedba zadovoljava
izricitije kriterije, opCenito, ve¢a preciznost oko ,razumijevanja“ vaZan je cilj
teorijskih okvira obrazovanja i ucenja.

Rjesavanje problema - postizanje cilja u situaciji u kojoj u€enici automatski ne
prepoznaju ispravan nacin rjesavanja ili rjeSenje. Neko je pitanje problemati¢no
ze jednog ucenika (koji ne zna nijednu neposrednu metodu rjeSavanja), ali ne i za
drugog (kojemu je takva metoda poznata). Drugim rije¢ima, rjeSavanje problema
moZe se odviti pod odredenim uvjetima koji se odnose na ucenika.

Problemski usmjereno ucenje - pedagogija usmjerena na ucenika, a u€enici u njoj
kroz iskustvo rjeSavanja problema uce o sadrzaju.

Teorija didaktickih situacija

Institucionalizirano znanje (ponekad se naziva javno, dijeljeno ili sluZbeno znanje)
- znanje koje se nalazi u udzbenicima, ¢asopisima i resursima, a ono predstavlja
sintezu ili ishod razli¢itih matematickih djelatnosti. Lako ga je primijetiti s
obzirom na to da je eksplicitno. U nekom jezicima postoji poseban izraz za
institucionalizirano znanje. Primjerice, u francuskom je to rijec savoir.

Osobno znanje (ponekad se naziva individualno znanje) - znanje koje ucenici
stjeCu tijekom interakcije s matematickim problemom (okruZenjem). Do njega je
Cesto teSko doci promatranjem jer moZe biti presutno, posebice kada se radi o
individualnom radu. U nekim jezicima postoji poseban izraz za osobno znanje.
Primjerice, u francuskom je to rije¢ connaissances.

Didakticka situacija - situacija poucavanja i ucenja u kojoj nastavnik ima jasnu
ulogu posrednika.

Didakticko okruZenje — okruZenje s kojim je ucenik u interakciji dok stjeCe novo
znanje. Sastoji se od problema, predmeta kao Sto su olovka, papir, ravnalo,
kalkulator, CAS alati (sustavi za raCunalnu algebru), slagalice itd. Didakticka
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situacija Cesto ukljucuje doprinos nastavnik i drugih ucenika. UCenje se odvija
tako $to ucenici svoje osobno znanje prilagodavaju didaktickom okruZenju.

Adidakticka situacija - interakcija uCenika s okruZenjem (matematickim
problemom) bez mijesanja nastavnika.

Ciljano znanje - matematicka tvrdnja, metoda ili pojam koje nastavnik u
didaktickoj situaciji odreduje kao cilj u¢enja za svoje ucenika. (Didakti¢ka je
situacija uvijek situacija za neSto. Tocnije, za ciljano znanje koje je poznato
nastavniku, ali na poc¢etku ne i u¢enicima),

Faza primopredaje (devolucije) - faza tijekom koje nastavnik okruZenje predaje
ucenicima. Primopredaja (devolucija) se odnosi na prijenos odgovornosti za
rjeSavanja problema ili barem pokuSaje rjeSavanja na uclenike. Ponekad je
potrebno nekoliko primopredaja (devolucija) kako bi se doslo do ciljanog znanja.
Medutim, to se treba provesti kontrolirano kako ne bi doslo do nepotrebne
trivijalizacije ili fragmentiranja problema buduci da to moZe dovesti do postizanja
manje razine znanja od ciljanog. (vidi takoder Didakti¢ki ugovor).

Faza djelovanja - faza tijekom koje ucenici samostalno rade na problemu.

Faza formulacije - faza tijekom koje ucenici formuliraju ishode faze djelovanja
(pocetne ideje, hipoteze ili strategije rjeSavanja problema, opéenita rjesenja).

Faza potvrdivanja - faza tijekom koje ucenici testiraju svoje strategije ili hipoteze
u odnosu na okruzenje kako bi utvrdili valjanost metoda i rjeSenja.

Faza institucionalizacije - faza tijekom koje nastavnik izravno iznosi
institucionalizirano znanje. To moZe biti poucavanje poput predavanja ili se moZze
odviti spontano. Drugi oblici, kao Sto su ideje koje se ¢esto razvijaju u sklopu TDS-
a, Cvrsto su povezani s prethodnom fazom. Stoga se u ovoj fazi samo reformulira
osobno znanje koje su ucenici stekli te se izriCito priznaje da je takvo znanje u
skladu sa sluzbenim znanjem iza kojeg stoji (obrazovna) ustanova.

Didakticki ugovor - skup medusobnih ocekivanja izmedu nastavnika i ucenika
koja se ti¢u njihovih odgovornosti u konkretnoj didaktic¢koj situaciji (ili njezinom
dijelu). Ugovor je obi¢no implicitan, a njegove uc¢inke moZemo zamijetiti samo u
djelovanju nastavnika i u€enika. Neki od ovih ucinaka prili¢no su op¢eniti i ¢esti u
nastavi matematike. Primjerice, inzistiranje ucenika na tome da im nastavnik
mora dati odgovore do kojih ne mogu odmah do¢i ili tendencija nastavnika da na
manje-viSe oCite nacine kao $to su davanje znakova ili smanjenje obima izvornog
zadatka udovolji ucenicima. TDS imenuje i prouCava neke najCeSce ucinke.
Iznimno je poZeljno da se nastavnici i istraZivaci upoznaju s ovom klasifikacijom.
Ako Zelite saznati viSe, preporucujemo Brousseau (1997.), Poglavlja 1i 5.

Didakticki inZenjering - istrazivacka metodologija koja se =zasniva na
kontroliranom planiranju i isprobavanju nastavnih sekvenci te usvajanju
unutarnjih modaliteta potvrdivanja na temelju usporedbe analizi poCetnog i
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kasnijeg stanja. Medutim, nakon Sto se pojavio ranih 1980-ih godina, izraz
didakticki inZenjering takoder se upotrebljavao za oznacavanje razvojnih
aktivnosti koje se odnose na planiranje obrazovnih resursa na temelju rezultata
istrazivanja ili konstrukta i na temelju rada didaktickih inZenjera. (Izvor:
Enciklopedija matematickog obrazovanja).

Realisticno matematicko obrazovanje

Realisticna situacija - odnosi se na situaciju koja je u¢eniku ,realna“ a to se odnosi
na predmete ,pojmove itd. koji su uceniku poznati. Situacija je ucenicima
smislena. Oni se u njoj osje¢aju ugodno i potice ih na razmiSljanje jer se
nadovezuje na njihovo prethodno znanje. MoZe se odnositi na svakodnevni
(stvarni, realni) Zivot, ali to nije nuzno.

Bogata (struktura ili kontekst) - dopuStaju se razliCiti pristupi ili rjeSenja,
povezuju se razli¢iti aspekti znanja ucenika, korist premasuje situaciju kojom se
nesto uvelo.

Matematizacija - cjelokupna organizacijska djelatnost matematicara koja
obuhvaca stvaranje aksiomatskih sustava, formalizaciju, stvaranje smislenih
mreza pojmova i procesa, izgradnju algoritama, predstavljanje i
pojednostavnjenje itd.

Anti-didakticka inverzija - krajnja tocka rada matematicara postaje polaziSna
toCka za poucavanje matematike.

Izviruéi modeli - stvaranje mentalnih shema pojmova i procesa u glavi ucenika, a
takve se sheme odnose na problemsku situaciju. Modeli neformalne matematicke
djelatnosti razvijaju se u modele matematickog misljenja.

Vodeno otkrivanje - proces u kojem ucenici rekonstruiraju i razvijaju matematicki
koncept u problemskoj situaciji, a potporu (smjernice) pruzaju knjige, kolege ili
nastavnik.

Horizontalna matematizacija - modeliranje ili prijenos problema iz stvarnog
svijeta u matematicki diskurs.

Vertikalna matematizacija - razvoj metode ili teorije za rjeSavanje matematickog
problema.

Didakticka fenomenologija - umijee pronalaska pojava, konteksta ili

problemskih situacija koje zahtijevaju da ih se organizira pomo¢u matematickih
alata, a ucenike poticu na razvoj ciljanih matematickih koncepata.
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